Kommutative Algebra
10. Ubungsblatt fiir den 27. Mai 2014

Wir besprechen auch (9.3) und (9.4).

(1) Im folgenden Beispiel zeigen wir, dass der Rest der Division von f durch
ein Hauptideal (f;) eindeutig bestimmt ist. Zeigen Sie also: Sei < eine
zuldssige Ordnung, sei k ein Korper, n € N, und seien f, f1 € k[z1, ..., z,],
fi #0. Seien a,b,r,s € k[xq,...,x,] so,dass f =afi+r=0f1 +s. Wir
nehmen an, dass kein Term von 7 und kein Term von s durch LT(f)
teilbar ist. Zeigen Sie r = s!

(2) Berechnen Sie jeweils das Subtraktionspolynom S(f, g) fiir

f o= ¥ +2%y— 222 +ay+ Tr+y?+ 5y — 14,
g = 7%+ xy® + Tey — 14z + y° — 205
Schreiben Sie dazu f und g jeweils so auf, dass die Monome absteigenden
Multigrad haben.
(a) lexikographische Ordnung, = > y.
(b) lexikographische Ordnung, y > x.
(c) Wir ordnen die Monome zuerst nach dem totalen Grad (totdeg(z%y?) :=
a + f3), dann nach dem Grad in z.
(3) Seien g1, g2, g5 € Q|x,y] gegeben durch

g = xy—1
g = y*+1
g3 = x>41.

Sei

s :=5z%y" g1 — 32y go — 223° g,
und sei 0 := (3, 3). Wir ordnen die Monome lexikographisch mit = > y. Es
gilt DEG(s) < (3,3). Finden Sie ¢;, ¢ € Q und ay, ag, 81, f2 € Ny, sodass

s = c1 21y S(g1, g3) + c2 27y S(ga, g3)

und jeder Summand in dieser Summe Multigrad < (3, 3) hat.
(4) Sei k ein Korper, sei I ein monomiales Ideal von k[zy,...,x,], und sei <
eine zulédssige Monomordnung.
(a) Zeigen Sie, dass jede endliche Menge von Generatoren von [, die nur
Monome enthélt, eine Grobnerbasis von I beziiglich < ist.
(b) Ist jede endliche Menge von Generatoren von I eine Grobnerbasis?
Hinweis: {x3, 2% + 13}.



