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KAPITEL 1

Elementare Zahlentheorie

Wir kürzen die Menge der ganzen Zahlen mitZ und die Menge{1, 2, 3,¼} der natür-
lichen Zahlen mitN ab.

1. Primfaktorzerlegung

DEFINITION 1.1 (Primzahl). Eine Zahlp Î N ist genau dann einePrimzahl, wenn
p > 1, und für allea, bÎ Nmit p = a × b gilt, dassa = 1 oderb = 1.

DEFINITION 1.2 (Teilbarkeit). Seienx, yÎ Z. Die Zahlx teilt y genau dann, wenn es
ein zÎ Z gibt, sodassy = z × x ist.

Wir schreiben dann auchx | y, und die Zahly ist einVielfachesvon x.

DEFINITION 1.3 (Ideal). Eine TeilmengeI vonZ ist ein Ideal vonZ, wenn

(1) I ¹ Æ.
(2) Für allei, j Î I liegt auchi - j in I .
(3) Für allezÎ Z und allei Î I liegt auchz × i in I .

BEISPIELE 1.4.

(1) Die Menge{z × 2 | zÎ Z} ist ein Ideal vonZ.
(2) Die Menge{z × 5 | zÎ Z} ist ein Ideal vonZ.
(3) Die Menge{0} ist ein Ideal vonZ.
(4) N ist kein Ideal vonZ.

SATZ 1.5. Sei I ein Ideal vonZ. Dann gibt es ein aÎ I, sodass

(1.1) I = {z × a | zÎ Z} .

Beweis:Sei I ein Ideal vonZ. Wir wollen eina Î I finden, sodass (1.1) erfüllt ist.

ê 1. Fall: I enthält kein Element ungleich0: Dann gilt I = {0}, und wir wählen
a = 0.
ê 2. Fall: I enthält ein Element ungleich0: Dann gibt es auch einb Î I mit

b > 0. Wir definierena durch

a := min{bÎ I | b > 0} .
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2 1. ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE

Nun zeigen wir, dassa das gewünschte Element ist, d.h., wir zeigen:

(1.2) I = {z × a | zÎ Z} .

“�”: Sei x ein Element aus der Menge auf rechten Seite von (1.2). Dann
gibt es einzÎ Z, sodassx = z×a. Nun liegta in I , da wir jaa als ein Element
von I ausgewählt haben. Wegen der Idealeigenschaft (2) aus Definition 1.3
liegt auchz × a in I . Somit liegtx = z × a auch in der linken Seite von (1.2).

“Í”: Wir fixieren c Î I und zeigen, dassc ein Vielfaches vona ist. Durch
Division erhalten wirq Î Z, r Î {0, 1,¼, a- 1}, sodass

c = q × a+ r.

Daher istr = c- q × a. Nun liegtc in I ; ebenso liegta Î I . Daher liegen auch
q × a undc- q × a in I . Somit folgt, dass auchr Î I liegt. Wegenr < a folgt
aus der Minimalität vona, dassr = 0 ist. Daher istc ein Vielfaches vona. à

Wir schreiben für{a × z | zÎ Z} aucha × Z oder(a) und bezeichnen es alsdas von a
erzeugte Ideal. Für ein IdealI heißt jedesb Î Z mit I = b × Z aucherzeugendes
Elementvon I .

SATZ 1.6 (Fundamentallemma).Sei p eine Primzahl, und seien a, bÎ Z. Falls p ein
Produkt a× b teilt, so teilt p einen der beiden Faktoren a oder b.

Beweis:Wir definierenI durchI := {x Î Z : p teilt a × x} . Wir zeigen zunächst, dass
I ein Ideal ist. Die Idealeigenschaften (1) und (2) aus Definition (1.3) folgen daraus,
dass für allex1, x2 Î I undu, vÎ Z auchu × x1 + v × x2 in I liegt. Das gilt, weilp, falls
esa × x1 unda × x2 teilt, aucha × (u × x1 + v × x2) teilt. Wegen 0Î I ist I nicht die leere
Menge.

Das IdealI besitzt ein erzeugendes Elementc. Da wegenp Î I das IdealI nicht gleich
{0} ist, können wirc > 0 wählen. Wir erhalten alsoI = (c).

Nun liegtp aber inI . Daher gibt es einzÎ Z, sodassp = z × c. Da p undc in N liegen,
ist diesesz positiv. Dap prim ist, istz= 1 oderc = 1.

ê 1. Fall: z = 1: Dann gilt p = c. Da laut Voraussetzungp die Zahla × b teilt,
gilt bÎ I . Das heißtbÎ (c). Also istb Vielfaches vonc = p; p teilt alsob.
ê 2. Fall: c = 1: Dann liegt 1 inI . Aus der Definition vonI erhalten wir

p | a × 1.

Somit teilt p die Zahla. à

SATZ 1.7 (Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung). Sei Xpi | i Î N\ =
(2, 3, 5, 7, 11,¼) die Folge aller Primzahlen, und sei nÎ N. Dann gibt es genau eine
FunktionΑ : N ® N0 mit folgenden Eigenschaften:

(1) {i Î N | Α(i) > 0} ist endlich.
(2) n = ÕiÎN p

Α(i)
i .
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Beweis:Wir zeigen zunächst durch Induktion nachn, dass es ein solchesΑ gibt. Für
n = 1 setzen wirΑ(i) := 0 für alle i Î N. Für n > 1 seiq der kleinste Teiler von
n mit q > 1. Die Zahlq ist eine Primzahl; es gibt alsoj Î N mit q = p j . Nach
Induktionsvoraussetzung gibt esΒ : N ® N0 mit

n
q
= ä

iÎN

p
Β(i)
i ,

also giltn = p
Β( j)+1
j × ÕiÎN�{ j} p

Β(i)
i .

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. SeienΑ,Β : N ® N0 so, dass{i Î N | Α(i) > 0} und
{i Î N | Β(i) > 0} beide endlich sind und

ä
iÎN

p
Α(i)
i =ä

iÎN

p
Β(i)
i .

Wir zeigen, dass für allej Î N gilt: Α( j) = Β( j). Sei dazuj Î N. Wir nehmen an
Α( j) > Β( j). Dann gilt

p
Α( j)-Β( j)
j ä

iÎN�{ j}
p
Α(i)
i = ä

iÎN�{ j}
p
Β(i)
i .

Nach Satz 1.6 teiltp j also einp
Β(i)
i mit i ¹ j. Im Fall Β(i) = 0 widerspricht dasp j > 1,

im Fall Β(i) > 0 gilt p j | pi. Da pi eine Primzahl ist, gilt dannpi = p j , im Widerspruch
zu i ¹ j. à

ÜBUNGSAUFGABEN 1.8.

(1) [RU87, p. 28] Seipn die n-te Primzahl, d. h.p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie

pn £ 2(2
n-1).

Hinweis: Euklids Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt ([Euk91, Buch IX, Satz 20], 270 v.Chr.) beruht
auf folgender Überlegung: Seienq1, q2,¼, qn Primzahlen. Dann ist der kleinste positive Teiler vonq1 × q2µqn + 1
eine Primzahl, die von allenqi verschieden ist.

(2) Seipn dien-te Primzahl, d. h.p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a = Õ pi
Αi

b = Õ pi
Βi ,

wobeiΑi ,Βi Î N0, und fast alleΑi ,Βi = 0 sind, dann gilta | b genau dann, wenn für allei Î N gilt, dassΑi £ Βi ist.
(Zeigen Sie, dass diese Aussage für alle Primfaktorzerlegungen vona undb gilt. Folgt daraus die Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung?)

(3) Welche Zahlenq Î N erfüllen folgende Eigenschaft?
Für allea, bÎ Zmit q | a × b gilt q | a oder es gibt einn Î N, sodassq | bn.

(4) Zeigen Sie, dass der Durchschnitt beliebig vieler Ideale vonZ wieder ein Ideal vonZ ist.

2. Der größte gemeinsame Teiler

In diesem Abschnitt werden wir eine Methode vorstellen, dengrößten unter allen ge-
meinsamen Teilern zweier Zahlen zu finden: denEuklidischen ggT-Algorithmus.
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DEFINITION 1.9 (Größter gemeinsamer Teiler). Für zwei Zahlena, bÎ Z (nicht beide
0) ist ggT(a, b) die größte ZahlzÎ Nmit z | a undz | b.

Erstaunlicherweise lässt sich der ggT zweier Zahlen immer als Linearkombination die-
ser Zahlen schreiben.

SATZ 1.10. Seien a, bÎ Z (nicht beide 0). Dann gilt:

(1) Es gibt u, vÎ Z, sodassggT(a, b) = u × a+ v × b.
(2) Der ggT ist nicht nur der größte der gemeinsamen Teiler, er ist auch Vielfa-

ches jedes gemeinsamen Teilers.

Die zweite Bedingung bedeutet, dass für allet Î Zmit t | a undt | b automatisch auch
t | ggT(a, b) erfüllt ist.

Beweis von Satz 1.10:Sei I definiert durch

I = {ua+ vb| u, vÎ Z} .

I ist ein Ideal vonZ. Seic ein positives erzeugendes Element vonI . Wegena Î I gilt,
dassa Vielfaches vonc ist. Ebenso giltc | b.

Wir zeigen nun, dassc nicht nur ein gemeinsamer Teiler vona undb ist, sondern dass
c auch ein Vielfaches jedes weiteren gemeinsamen Teilers ist. Sei alsot Î N eine Zahl,
die a und b teilt. Es gilt: a Î (t) und b Î (t). Falls a und b in (t) liegen, muss aber
jedes Element ausI in (t) liegen. Das gilt, weil(t) die Idealeigenschaften (1) und (2)
von Definition 1.3 erfüllt. Es gilt also

I Í (t) .

Insbesondere liegt dannc in (t). Daher giltt | c.

Die Zahlc wird also von jedem weiteren gemeinsamen Teiler vona undb geteilt, und
ist somit der größte gemeinsame Teiler.à

SATZ 1.11. Seien a, b, cÎ Z, sodassggT(a, b) = 1. Falls a | b × c, dann gilt auch a| c.

Beweis:Es gibtu, vÎ Z, sodass

1 = u × a+ v × b.

Weil a | uac, und da wegena | bcaucha | vbcgilt, gilt auch

a | (ua+ vb)c;

also aucha | c. à

ÜBUNGSAUFGABEN 1.12.

(1) Seiena, b, xÎ N undu, vÎ Z so, dass
x = ua+ vb.

Zeigen Sie: Wennx sowohla als auchb teilt, so giltx = ggT(a, b).
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(2) Seiena, bÎ N, y Î Z so, dassa | y, b | y, ggT(a, b) = 1. Zeigen Sie (ohne Primfaktorzerlegung):a × b | y.
(3) Seiena, bÎ Z (nicht beide 0), und seik Î N. Zeigen Sie: ggT(ka, kb) = kggT(a, b). Gelingt es Ihnen, ggT(ka, kb) |

ggT(a, b) auch ohne Verwendung der Primfaktorenzerlegung zu zeigen?
(4) Seiena, cÎ Z, b, d Î N. Zeigen Sie: Wenn die Brücheab und c

d gekürzt, und die Nennerb undd teilerfremd sind,
so ist auch der Bruchad+bc

bd gekürzt.
(5) Sein Î N, und seiena1, a2,¼, an in N. Wir definierenG1, G2 undG3 durch:

(a) G1(a1) := a1, G1(a1, a2,¼, an) = ggT(G1(a1, a2,¼, an-1), an).
(b) G2(a1, a2,¼, an) := max{zÎ N : z | ai für alle i Î {1, 2,¼, n}}.
(c) G3 := min{zÎ N : es gibtΛ1,Λ2,¼,Λn Î Z, sodassz= Ún

i=1 Λiai }.
Zeigen Sie, dassG1, G2 undG3 gleich sind.

(6) Seipn dien-te Primzahl, d. h.p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a = Õ pi
Αi

b = Õ pi
Βi ,

wobeiΑi ,Βi Î N0, und fast alleΑi ,Βi = 0 sind, dann gilt

ggT(a, b) =ä pi
min(Αi ,Βi ).

Es ist einfach, aus den Primfaktorzerlegungen vona und b den ggT vona und b zu
bestimmen. Es kann aber sehr rechenaufwendig sein, die Primfaktorzerlegung einer
Zahl zu bestimmen. Schneller kann man den ggT mit demEuklidischen Algorithmus
berechnen, der ohne die Primfaktorzerlegungen auskommt.

SATZ 1.13. Seien a, bÎ Z, nicht beide 0 und sei zÎ Z. Dann gilt:

ggT(a, b) = ggT(a+ z × b, b) .

So gilt zum Beispiel ggT(25, 15) = ggT(40, 15).

Beweis:Wir zeigen, dass nicht nur der ggT, sondern sogar die Mengen der gemeinsa-
men Teiler der beiden Zahlenpaare gleich sind. Wir zeigen also

{t : t | a undt | b} = {t : t | a+ zbundt | b} .

“Í”: Falls t sowohla als auchb teilt, dann aucha+zbundb. “�”: Falls t sowohla+zb,
als auchb teilt, dann aucha+ zb- zbundb, also aucha undb.à

Das nützen wir jetzt möglichst geschickt aus, um ggT(147, 33) zu berechnen:

ggT(147, 33) = ggT(147- 4 × 33, 33)

= ggT(15, 33)

= ggT(15, 33- 2 × 15)

= ggT(15, 3)

= ggT(0, 3)

= 3.

Günstig ist es also,zso zu wählen, dassa+ zbder Rest vona bei der Division durchb
wird.
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Mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithmus findet man nicht nur den ggT von
a undb, sondern auchu, vÎ Z, sodass gilt:

ggT (a, b) = u × a+ v × b.

BEISPIEL 1.14. Berechnen wir nochmals ggT(147, 33), und schreiben dies so:

147 33
147 1 0 (147= 1 × 147+ 0 × 33)
33 0 1 (33= 0 × 147+ 1 × 33)
15 1 -4 (15= 1 × 146- 4 × 33)
3 -2 9 (3 = -2 × 147+ 9 × 33)
0

ÜBUNGSAUFGABEN 1.15.

(1) Bestimmen Sie füra undb jeweils ggT(a, b), und zwei ganze Zahlenu, vÎ Z, sodass

ggT(a, b) = u × a+ v × b.

(a) a = 254,b = 120.
(b) a = 71,b = 79.
(c) a = 610,b = 987.

3. Das kleinste gemeinsame Vielfache

Sind a, b Î Z, so nennt man jede Zahlc Î Z, die vona und b geteilt wird, ein
gemeinsames Vielfaches vona undb. Unter allen gemeinsamen Vielfachen zeichnen
wir das kleinste aus.

DEFINITION 1.16. Es seiena, bÎ Z � {0}. Dann ist kgV(a, b) definiert durch

kgV (a, b) = min {v Î N : a | v undb | v} .

Die Menge aller positiven gemeinsamen Vielfachen ist ja füra, bÎ Z � {0} nicht leer,
da sie|a × b| enthält.

SATZ 1.17. Seien a, bÎ Z� {0}, und sei sÎ Z so, dass a| s und b | s. Dann gilt:
kgV (a, b) | s. Jedes gemeinsame Vielfache ist also ein Vielfaches deskgV.

Beweis:Wir betrachten(a) = {a × z | zÎ Z} und (b) = {b × z | zÎ Z}. Der Durchschnitt
zweier Ideale ist wieder ein Ideal, und da(a) und(b) Ideale sind, ist(a) È (b) auch ein
Ideal. Es gibt alsoc Î Z, sodass

(c) = (a) È (b) .

Wegenc Î (a) ist c ein Vielfaches vona, und ebenso ein Vielfaches vonb. Sei nuns
ein weiteres gemeinsames Vielfaches vona undb. Das in (a)È (b) liegt, liegtsauch in
(c), und ist somit Vielfaches vonc. Also ist c daskleinstegemeinsame Vielfache und
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teilt jedes gemeinsame Vielfache vona undb. à

Zwischen ggT und kgV kann man folgenden Zusammenhang herstellen:

SATZ 1.18. Seien a, bÎ N. Dann giltggT(a, b) × kgV (a, b) = a × b.

Beweis:Wir verwenden die Primfaktorzerlegung vona = Õ p
Νi
i , undb = Õ p

Σi
i . Aus

dem Fundamentallemma (Satz 1.6) (bzw. Übung 1.12 (6)) kann man herleiten, dass
dann gelten muss:

ggT(a, b) = Õ p
min(Νi ,Σi)
i

kgV (a, b) = Õ p
max(Νi ,Σi)
i .

Daraus folgt:

ggT(a, b) × kgV (a, b) = ä p
Imin(Νi ,Σi)+max(Νi ,Σi)M
i

= ä p
(Νi+Σi)
i

= a × b.

à

ÜBUNGSAUFGABEN 1.19.

(1) Zeigen Sie ohne Verwendung der Primfaktorzerlegung, dass für allea, bÎ N gilt:

kgV(a, b) × ggT(a, b) = a × b.

Hinweis:Zeigen Sie dazuab | ggT(a, b) × kgV(a, b) und kgV(a, b) | ab
ggT(a,b) .

(2) Seiena, b, cÎ N. Zeigen Sie:
(a) ggT(ggT(a, b), c) = ggT(a,ggT(b, c)).
(b) kgV(kgV(a, b), c) = kgV(a,kgV(b, c)).
(c) ggT(kgV(a, b), c) = kgV(ggT(a, c), ggT(b, c)).
(d) kgV(ggT(a, b), c) = ggT(kgV(a, c), kgV(b, c)).

(3) Sein Î N, und seiena1, a2,¼, an in N. Wir definierenK1 undK2 durch:
(a) K1(a1) := a1, K1(a1, a2,¼, an) = kgV(K1(a1, a2,¼, an-1), an).
(b) K2(a1, a2,¼, an) := min{zÎ N : ai | z für alle i Î {1, 2,¼, n}}.

Zeigen Sie, dassK1 undK2 gleich sind.
(4) Sein Î N, und seiena1, a2,¼, an in N. Wir definierenK2 durch

K2(a1, a2,¼, an) := min{zÎ N : ai | z für alle i Î {1,2,¼, n}}.

Zeigen Sie, dass alle ganzen Zahlen, die Vielfaches eines jedenai sind, auch ein Vielfaches vonK2(a1, a2,¼, an)
sind.

(5) Seipn dien-te Primzahl, d. h.p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie, auch ohne die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a = Õ pi
Αi

b = Õ pi
Βi ,

wobeiΑi ,Βi Î N0, und fast alleΑi ,Βi = 0 sind, dann gilt

kgV(a, b) =ä pi
max(Αi ,Βi ).
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4. Lösen von Kongruenzen

DEFINITION 1.20. Sein Î Z. Dann definieren wir eine Relationºn aufZ durch

a ºn b :Û n | a- b für a, bÎ Z.

Für a ºn b schreiben wir aucha º b (modn) und sagen: “a ist kongruentb modulo
n.”

SATZ 1.21. Seien a, cÎ Z (nicht beide= 0), und sei bÎ Z. Dann sind die folgenden
Bedingungen äquivalent:

(1) Die Kongruenz axº b (modc) ist lösbar, d. h., es gibt yÎ Z sodass c| a×y-b.
(2) ggT(a, c) teilt b.

Beweis:(1)Þ (2): Seix eine Lösung, d.h.c | ax- b. Fallsc die Zahlax- b teilt, dann
gilt erst recht

ggT(a, c) | ax- b.

ggT(a, c) teilt a, also gilt ggT(a, c) | b.

(2)Þ (1): Aufgrund der Voraussetzungen existiert einzÎ Z, sodass

ggT(a, c) × z= b.

Aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus bekommen wiru, vÎ Z mit

ggT (a, c) = u × a+ v × c.

Es gilt dann

(ua+ vc) × z= b,

also

a × uz+ c × vz= b,

und somit

a × (uz) º b (modc) .

Also istx := uzLösung vonaxº b(modc). à

SATZ 1.22. Seien a, cÎ Z (nicht beide= 0), und sei bÎ Z. Sei x0 eine Lösung von

(1.3) axº b (mod c) .

Dann ist die Lösungsmenge von(1.3)gegeben durch:

L = ;x0 + k ×
c

ggT (a, c)
| k Î Z? .
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Beweis:“�”: Wir setzen zunächstx0 + k c
ggT(a,c) ein und erhalten

a Jx0 + k c
ggT(a,c)N = ax0 + ak c

ggT(a,c)

ºc b+ ak c
ggT(a,c)

= b+ ck a
ggT(a,c)

ºc b.

Daher istx0 + k c
ggT(a,c) wirklich eine Lösung.

“Í”: Sei x1 Lösung vonaxº b (modc) . Zu zeigen ist: c
ggT(a,c) | Ix1 - x0M. Dax1 undx0

Lösungen sind, giltax1 º b (modc) undax0 º b (modc). Daher gilt

a Ix1 - x0M º 0 (modc) ,

oder, äquivalent dazu,
c | a Ix1 - x0M .

Daher gilt auch
c

ggT(a, c)
|

a
ggT(a, c)

× Ix1 - x0M .
Da

ggTK c
ggT(a, c)

,
a

ggT(a, c)
O = 1,

gilt
c

ggT(a, c)
| Ix1 - x0M .

à

KOROLLAR 1.23. Seien a, cÎ Z (nicht beide= 0), sei bÎ Z, sodassggT(a, c) | b, und
sei x0 eine Lösung von a xº b (modc) ist. Dann ist die Kongruenz a xº b (modc)

äquivalent zu xº x0 Jmod c
ggT(a,c)N’

ÜBUNGSAUFGABEN 1.24.

(1) Lösen Sie die Gleichung

207x º 18 (mod 1989)

in Z !
(2) Bestimmen Sie für allea, cÎ N, bÎ Z, wieviele Lösungen in{0,1,¼, c- 1} die Gleichunga × x º b (modc) hat.

Wir betrachten nun Systeme von zwei Kongruenzen, also Systeme der Form

x º a1 Imodm1M
x º a2 Imodm2M ,

wobeim1, m2 Î N unda1, a2 Î Z.
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BEISPIELE 1.25. Das System

x º 1 (mod 2)
x º 0 (mod 4)

kann nicht lösbar sein, denn eine Lösungx Î Z müsste sowohl gerade als auch unge-
rade sein. Das System

x º 1 (mod 2)
x º 2 (mod 5)

hingegen hat zum Beispiel die Lösungx = 7.

SATZ 1.26. Seien a1, a2 Î Z, m1, m2 Î N. Das System

x º a1 Imod m1M
x º a2 Imod m2M

ist genau dann lösbar, wennggTIm1, m2M | (a1 - a2).

Beweis:“Þ”: Wir nehmen an, dassx Lösung ist. Dann gilt:m1 | Ix- a1M und m2 |

Ix- a2M . Daher gilt auch ggTIm1, m2M | Ix- a1M und ggT(m1, m2) | (x- a2), und somit

ggTIm1, m2M | Ix- a2M - Ix- a1M = Ia1 - a2M .
“Ü” Es gibtu, vÎ Z, sodass

u ×m1 + v ×m2 = ggT Im1, m2M
k × u ×m1 + k × v ×m2 = a1 - a2

a2 + k × v ×m2 = a1 - k × u ×m1«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®
=x

daher istx := a1 - kum1 Lösung des Systems. 2

Der Beweis liefert auch gleich ein Lösungsverfahren.

Beispiel:Wir lösen:
x º 2 (mod 15)
x º 8 (mod 21)

Da ggT(15, 21) = 3 und 3 | (2- 8) ist das System lösbar. Wir berechnen jetzt diesen
ggT undKofaktoren(d.h. Koeffizienten für eine Linearkombination von 15 und 21, die
den ggT ergibt).

21 15
21 1 0
15 0 1
6 1 -1
3 -2 3
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und erhalten daraus 3= 3 × 15- 2 × 21.

3 × 15- 2 × 21 = 3
(-6) × 15+ 4 × 21 = 2- 8

8+ 4 × 21«¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬®
=92

= 2+ 6 × 15«¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬®
=92

Daher erhalten wir eine Lösung:x = 92.

Der folgende Satz gibt an, wie wir aus einer Lösung der Kongruenz alle Lösungen
erhalten.

SATZ 1.27. Sei x0 eine Lösung von

x º a1 Imodm1M
x º a2 Imodm2M .

Dann gilt für die Lösungmenge L

L = 9x0 + k × kgV Im1, m2M | k Î Z= .
Beweis:“�”: Wir setzen

x0 + k × kgV Im1, m2M
in die erste Kongruenz ein und erhalten

Ix0 + k × kgV Im1, m2MM º a1 Imodm1M .
Das gleiche gilt für die zweite Kongruenz.

“Í”: Wir fixieren x1 Î L. Um zu zeigen, dassx1 Î 9x0 + k × kgV Im1, m2M | k Î Z= ,
zeigen wir, dassx1 - x0 ein Vielfaches von kgVIm1, m2M ist. Wir wissen ja, dass

x º a1 Imodm1M
x º a2 Imodm2M

Daher giltIx1 - x0M º 0 Imodm1M und somitm1 | Ix1 - x0M. Ebenso zeigt man, dass
m2 | Ix1 - x0M gilt.

Da das kgV jedes gemeinsame Vielfache teilt, gilt kgVIm1, m2M | Ix1 - x0M. à
ÜBUNGSAUFGABEN 1.28.

(1) Lösen Sie folgendes System von Kongruenzen!

x º 22 (mod 26)
x º 26 (mod 37)

(2) Seienm1, m2 Î N. Wieviele Lösungen in{0, 1,¼, m1 ×m2 - 1} hat das System

x º a1 Imodm1M
x º a2 Imodm2M?



12 1. ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE

Die folgenden Sätze zeigen uns, wie man das Lösen von Systemen aus mehr als zwei
Kongruenzen auf das Lösen von Systemen aus zwei Kongruenzenzurückführen kann.
Der erste Satz zeigt, dass man ein System von Kongruenzen durch eine einzige Kon-
gruenz ersetzen kann – vorausgesetzt, man kennt zumindesteineLösung des Systems.

SATZ 1.29. Seien rÎ N, m1, m2,¼, mr Î N und a1, a2,¼, ar Î Z. Falls das System

(1.4)

x º a1 Imodm1M
x º a2 Imodm2M

¶

x º ar ImodmrM
eine Lösung x0 hat, dann ist(1.4)äquivalent zu

x º x0 Imod kgV(m1, m2,¼, mr)M .
Beweisskizze: Fallsx0 eine Lösung ist, dann ist auch jedes

x0 + k × kgV(m1, m2,¼, mr)

eine Lösung. Andererseits haben zwei verschiedene Lösungen die gleichen Reste mo-
dulo jedemmi, ihre Differenz ist daher ein gemeinsames Vielfaches dermi und somit
ein Vielfaches des kgV.à

Wir schreiben:

kgV Im1, m2M =: m1 Þm2

ggT Im1, m2M =: m1 ßm2.

Es gilt dann:

PROPOSITION1.30. Seien a, b, cÎ N. Dann gilt:

(1) aß (aÞ b) = a,
(2) aÞ (aß b) = a,
(3) (aß b) ß c = aß (bß c),
(4) (aÞ b) Þ c = aÞ (bÞ c),
(5) aß (bÞ c) = (aß b) Þ (aß c),
(6) aÞ (bß c) = (aÞ b) ß (aÞ c).

Der folgende Satz sagt, wann ein System von Kongruenzen lösbar ist.

SATZ 1.31 (Chinesischer Restsatz).Seien rÎ N, a1,¼, ar Î Z,
m1,¼, mr Î Z � {0}. Dann sind folgende drei Aussagen äquivalent.

(1) Es gibt xÎ Z, sodass

x º a1 Imodm1M
x º a2 Imodm2M

¶

x º ar Imodmr M .
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(2) Für alle i, j Î {1, 2,¼, r} ist das System

x º ai ImodmiM
x º a j ImodmjM

lösbar.
(3) Für alle i, j Î {1, 2,¼, r} gilt

ggTImi, mjM | ai - a j .

Beweis:“(1) Þ (2)” ist offensichtlich. “(2)Û (3)” gilt wegen Satz 1.26.

“(3) Þ (1)”: Wir zeigen durch Induktion nachr, dass jedes System ausr Kongruenzen,
für das die Bedingung (3) erfüllt ist, lösbar ist. Ein Systemaus zwei Kongruenzen ist
wegen Satz 1.26 lösbar. Um ein System vonr (mit r ³ 3) Kongruenzen zu lösen,
bestimmen wir zuerst nach Induktionsvoraussetzung einy sodass

y º a2 Imodm2M ,¼, yº ar ImodmrM .
Wegen Satz 1.29 istx º a1 Imodm1M ,¼, xº ar Imodmr M äquivalent zu

(1.5)
x º a1 Imodm1M
x º y Imodm2 Þ¼ Þmr M .

Jetzt müssen wir zeigen, dass (1.5) lösbar ist. Das gilt nachSatz 1.26 genau dann, wenn

(1.6) m1 ß Im2 Þ¼ ÞmrM | y- a1.

Es giltaß (bÞ c) = (aß b) Þ (aß c). Daher ist (1.6) äquivalent zu

Im1 ßm2M Þ Im1 ßm3M Þ¼ Þ Im1 ßmr M | y- a1.

Wir zeigen dazu, dass füri > 1 gilt:

(1.7) (m1 ßmi) | (y- a1).

Wir wissen aber

y- a1 ºmi
ai - a1 º(mißm1)

0.

Das beweist, dass für allei > 1 gilt (mi ß m1) | (y - a1). Nun ist jedes gemeinsame
Vielfache eine Vielfaches des kleinsten gemeinsamen Vielfachen, und somit gilt (1.6).
à

BEISPIEL 1.32. Wir lösen folgendes System

(1.8)
x º 2 (mod 15)
x º 8 (mod 21)
x º 7 (mod 55)
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Wir kennen bereits die Lösungen vonx º 2 (mod 15), x º 8 (mod 21). Das Sy-
stem (1.8) ist daher äquivalent zu

x º 92 (mod 105)
x º 7 (mod 55) .

Wir berechnen ggT(55, 105) und die Kofaktoren nach dem Euklidschen Algorithmus
und erhalten

105 55
105 1 0
55 0 1
50 1 -1
5 -1 2
0

und daher

(-1) × 105+ 2 × 55 = 5

(-17) × 105+ 34 × 55 = 92- 7

7+ 34 × 55 = 92+ 17 × 105.

Daraus erhalten wir also, dass 1877 die Lösung ist, also geben wir die Lösungsmenge
folgendermaßen an:

L = {x Î Z | x º 1877 (mod 1155)}
= {x Î Z | x º 722 (mod 1155)}.

ÜBUNGSAUFGABEN 1.33.

(1) Finden Sie alle Lösungen inZ von

x º 26 (mod 56)
x º 82 (mod 84)

x º 124 (mod 126) .

(2) Finden Sie alle Lösungen inZ von

x º 3 (mod 4)
x º 8 (mod 9)

x º 1 (mod 25) .

(3) Seiena, b, cÎ Z. Bestimmen Sie für allea, b, cÎ Z, ob die Gleichung

a × x+ b × y = c

in Z ´Z lösbar ist, und bestimmen Sie alle Lösungen.
(4) Bestimmen Sie eine Lösung inZ3 von

12x+ 15y+ 20z= 1.

(5) Bestimmen Sie alle Lösungen inZ3 von

12x+ 15y+ 20z= 1.
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(6) Sei T eine endliche Teilmenge vonZ. Eine Funktion f : T ® Z heißt kompatibelgenau dann, wenn für alle
x1, x2 Î T mit x1 ¹ x2 der Quotient f (x1)- f (x2)

x1-x2
ganzzahlig ist.

Sei f eine beliebige kompatible Funktion auf einer endlichen TeilmengeT vonZ, und seiz Î Z � T. Zeigen
Sie: Es gibt eine kompatible Funktiong : T Ç {z} ® Z, sodassg(t) = f (t) für alle t Î T.

Hinweis: Die Funktiong heißtkompatible Erweiterungvon f auf T Ç {z}. Sie müssen nur ein passendesg(z)
finden. Stellen Sie dazu ein System von Kongruenzen auf, von dem g(z) Lösung sein muss, und zeigen Sie, dass
dieses System lösbar ist.

(7) Eine Funktionf : Z ® Z heißtkompatibelgenau dann, wenn für allex1, x2 Î Zmit x1 ¹ x2 der Quotientf (x1)- f (x2)
x1-x2

ganzzahlig ist. Zeigen Sie, dass folgende Funktionen kompatibel sind:
(a) f (x) = xn für n Î N,
(b) f (x) = 12 Ix4M.

(8) Eine Funktionf : Z ® Z heißtkompatibelgenau dann, wenn für allex1, x2 Î Zmit x1 ¹ x2 der Quotientf (x1)- f (x2)
x1-x2

ganzzahlig ist. Zeigen Sie, dass die Menge der kompatiblen Funktionen vonZ überabzählbar ist.





KAPITEL 2

Teilbarkeit in Integritätsbereichen

1. Kommutative Ringe mit Eins

DEFINITION 2.1. Eine Algebra(R,+,-, ×, 0, 1) ist ein kommutativer Ring mit Eins,
wenn+, × binäre Operationen aufR sind,- eine unäre Operation aufR ist, und 0, 1
Elemente ausR sind, sodass für allex, y, zÎ R die folgenden Eigenschaften erfüllt
sind:

(1) x+ 0 = x
(2) x+ (-x) = 0
(3) (x+ y) + z= x+ (y+ z)
(4) x+ y = y+ x
(5) (x × y) × z= x × (y × z)
(6) x × y = y × x
(7) x × 1 = x
(8) x × (y+ z) = x × y+ x × z.

SATZ 2.2. Sei(R,+,-, ×, 0, 1) ein kommutativer Ring mit1, und seien x, yÎ R. Dann
gilt

(1) -(-(x)) = x
(2) x × 0 = 0.
(3) -(x × y) = (-x) × y = x × (-y).

Beweis:(1): -(-x) = -(-x) + 0 = 0 + (-(-x)) = (x + (-x)) + (-(-x)) = x + ((-x) +
(-(-x)) = x+0 = x. (2): x×0 = x×0+0 = x×0+(x×0+(-x×0)) = (x×0+x×0)+(-x×0) =
x × (0+ 0) + (-x × 0) = x × 0+ (-x × 0) = 0. (3): Wir verwenden jetzt außer den bei der
Definition von kommutativen Ringen verwendeten Gleichungen auch die Folgerungen,
dass für allez Î R auch(-z) + z = 0 und 0+ z = z gilt. -(x × y) = -(x × y) + x × 0 =
-(x×y)+x×(y+(-y)) = -(x×y)+(x×y+x×(-y)) = (-(x×y)+x×y)+x×(-y) = 0+x×(-y) = x×(-y).
Mithilfe des Kommutativgesetzes folgt nun auch(-x) × y = -(x × y). à

2. Ideale

DEFINITION 2.3. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins. Eine nichtleere TeilmengeI
von R ist ein Ideal von R, wenn für aller Î R und i, j Î I auchr × i Î I und i + j Î I
gilt.

17
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Aus dieser Definition sieht man, dass der Durchschnitt von Idealen vonR wieder ein
Ideal vonR ist.

DEFINITION 2.4. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins, und seiA eine Teilmenge
vonR. Dann ist dasvon A erzeugte IdealXA\R definiert durch

XA\R :=è{I | I Ideal vonR undA Í I }.

SATZ 2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei AÍ R. Dann gilt

XA\R = {
n

â
i=1

r iai | n Î N0, a1,¼, an Î A, r1,¼, rn Î R}.

Beweis:SeiJ := {Ún
i=1 r iai | n Î N0, a1,¼, an Î A, r1,¼, rn Î R}. Da 0Î J, und daJ

abgeschlossen unter+ und unter Multipkation mit Elementen vonR ist, istJ ein Ideal
von R. Außerdem gilt offensichtlichA Í J. J ist also ein Ideal vonR mit A Í J. Aus
der Definition vonXA\R als Durchschnitt aller solchen Ideale sieht man alsoXA\R Í J.

Um die InklusionJ Í XA\R zu zeigen, wählen wir ein Elementj Î J. Es gibt also
n Î N0, a1,¼, an Î A und r1,¼, rn Î R, sodassj = Ún

i=1 r iai. Aus der Definition von
XA\R sehen wir, dassA Í XA\R gilt. Damit liegt jedesai in XA\R. Da XA\R ein Ideal von
R ist, liegt also auch jeder Summandr iai in XA\R, und schließlich auch die Summej. à

DEFINITION 2.6. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins, und seiI ein Ideal vonR.
Das IdealI ist einHauptidealvon R, wenn es eina Î R gibt, sodassI = X{a}\R. Wir
schreiben fürX{a}\R = Raauch kürzer(a).

ÜBUNGSAUFGABEN 2.7.

(1) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob das vonder MengeSerzeugte IdealXS\ des RingsR gleich dem
ganzen RingR ist!

(a) R= Z, S= {105, 70, 42, 30}.
(b) R= Z ´ Z, S= {(4, 3), (6, 5)}.
(c) R= Z101, S= {[75]101}.

(2) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob das vonder MengeSerzeugte IdealXS\ des RingsR[x, y] gleich
dem ganzen RingR[x, y] ist!

(a) S= {xy, x3y+ 1}.
(b) S= {x2y, xy2 + 1}.
(c) S= {xy+ x,1+ y2}.

(3) (Zornsches Lemma) SeiR ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ideal vonR ist maximal, wenn es ein maximales
Element in

{I | I ist Ideal vonRund I ¹ R}

ist. Zeigen Sie, dass jedes vonR verschiedene Ideal in einem maximalen Ideal vonR enthalten ist! Wo verwenden
Sie, dassRein Einselement hat?

3. Integritätsbereiche

Ein kommutativer Ring mit EinsR ist ein Integritätsbereich, wenn er zumindest zwei
Elemente hat und für allea, bmit a ¹ 0 undb ¹ 0 auchab¹ 0 gilt.
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DEFINITION 2.8. SeiRein kommutativer Ring mit Eins, und seiena, bÎ R. Dann gilt
a | b, wenn es einr Î R gibt, sodassb = ra.

DEFINITION 2.9. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins.

ê Ein Elementu Î R ist invertierbar, wenn es einv Î R mit uv= 1 gibt.
ê Ein Elementp Î R ist prim, wenn es nicht invertierbar ist, und für allea, bÎ

R mit p | abgilt: p | a oderp | b.
ê Ein Elementr Î R ist irreduzibel, wenn es nicht invertierbar ist, und für alle

s, tÎ R mit r = st gilt: s ist invertierbar odert ist invertierbar.
ê Zwei Elementea, b Î R sindassoziiert, wenn es ein invertierbares Element

u Î Rgibt, sodassau= b. Wir schreiben danna ~ b odera ~R b.

LEMMA 2.10. Sei R ein Integritätsbereich, und sei p ein primes Element von R mit
p ¹ 0. Dann ist p irreduzibel.

Beweis:Sei p prim, p ¹ 0, und seiens, t Î R so, dassp = st. Dann gilt p | st. Da
p prim ist, gilt p | s oder p | t. Im Fall p | s gibt es eins1 Î R, sodassps1 = s.
Durch Multiplikation dieser Gleichung mitt erhalten wirps1t = st = p. Also gilt
p(s1t - 1) = 0. Wegenp ¹ 0 ist alsot invertierbar. Im Fallp | t erhalten wir analog,
dasss invertierbar ist.à

ÜBUNGSAUFGABEN 2.11.

(1) (Invertierbare Elemente) SeiRein kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie:
(a) Das Produkt invertierbarer Elemente ist wieder invertierbar.
(b) Jeder Teiler eines invertierbaren Elements ist invertierbar.
(c) Ein Elementr Î R ist genau dann invertierbar, wenn das vonr erzeugte Ideal(r) gleichR ist.

(2) (Integritätsbereiche) Zeigen Sie, dass jeder endlicheIntegritätsbereich ein Körper ist. (Hinweis: Betrachten Sie für
r ¹ 0 die Abbildungx# r × x.)

(3) (Prime Elemente) SeiR ein Integritätsbereich. Ein IdealI von R ist prim, wenn I ¹ R und für allea, b Î R gilt:
a × bÎ I Þ (a Î I oderbÎ I ). Zeigen Sie:

(a) Ein Elementr ist genau dann prim, wenn das Hauptideal(r) prim ist.
(b) Wennr prim undu invertierbar ist, so ist auchr × u prim.

(4) (Einfache Ringe) Ein RingR ist einfach, wenn er keine Ideale außer{0} und R hat. Zeigen Sie, dass die beiden
folgenden Behauptungen äquivalent sind:

(a) R ist ein einfacher kommutativer Ring mit Eins, und|R| ³ 2.
(b) R ist ein Körper.

(5) (Irreduzible Elemente) SeiRein Integritätsbereich, und seir Î Rmit r ¹ 0.
(a) Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen äquivalent sind.

(i) r ist irreduzibel.
(ii) Das Ideal(r) ist ein maximales Element in der Menge aller Hauptideale vonR, die ungleichRsind.

(b) Zeigen Sie: Wennr irreduzibel ist, ist auch jedes zur assoziierte Element irreduzibel.

4. Euklidische Integritätsbereiche

DEFINITION 2.12. SeiR ein Integritätsbereich. Der IntegritätsbereichR ist einEukli-
discher Bereich, wenn es eine Funktion∆ : R � {0} ® N0 gibt, sodass folgendes gilt.

(1) Für allea, bÎ R � {0} gilt ∆(a) £ ∆(a b).
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(2) Für allea, bÎ R mit b ¹ 0 gibt esq, r Î R, sodass
(a) a = b q+ r, und
(b) r = 0 oder∆(r) < ∆(b).

SATZ 2.13. Der RingZ ist ein Euklidischer Bereich.

Beweis:Die Funktion∆(z) := |z| für zÎ Z � {0} leistet das Gewünschte.à

SATZ 2.14. Sei K ein Körper, und sei K[t] der Polynomring über K. Dann ist K[t] ein
Euklidischer Bereich.

Beweis:Wir setzen∆( f ) := deg( f ). à

DEFINITION 2.15. SeiZ[i] die Teilmenge der komplexen Zahlen, die durch

Z[i] := {a+ b i | a, bÎ Z}

definiert ist. Als Operationen verwenden wir die Addition und Multiplikation der kom-
plexen Zahlen. Dann nennen wirZ[i] denRing der Gaußschen ganzen Zahlen.

SATZ 2.16.Z[i] ist ein Euklidischer Bereich.

Beweis:Als Unterring des KörpersC ist Z[i] ein Integritätsbereich. Wir definieren
nun ∆(x + y i) := x2 + y2 für alle x, y Î Z. Dann gilt∆(z1 × z2) = ∆(z1) × ∆(z2) für alle
z1, z2 Î Z[i], und somit ist Eigenschaft (1) von Definition 2.12 erfüllt.

Seien nunb, a Î Z[i] mit a ¹ 0, und seienu¢, v¢ Î Q so, dassb = a × (u¢ + v¢ i). Wir
wählen nunu, vÎ Z, sodass|u- u¢| £ 1

2 und |v- v¢| £ 1
2. Sei nun

q := u+ v i undr := b- q a.

Dann gilt

∆(r) = ∆((u¢ + v¢ i) × a- (u+ v i) × a) = ∆(a × ((u¢ - u) + (v¢ - v) i))

= ∆(a) × ∆((u¢ - u) + (v¢ - v) i) = ∆(a) × ((u¢ - u)2 + (v¢ - v)2) £ ∆(a) ×
1
2

.

Daa ¹ 0, gilt ∆(a) = aa ¹ 0, und somit gilt∆(r) < ∆(a). à

DEFINITION 2.17. Ein IntegritätsbereichR ist einHauptidealbereich, wenn es für je-
des IdealI vonR ein a Î R gibt, sodassI = (a).

SATZ 2.18. Jeder Euklidische Bereich ist ein Hauptidealbereich.

Beweis:Sei R ein Euklidischer Bereich, und seiI ein Ideal vonR. WennI = {0}, so
gilt I = (0). WennI ¹ 0, so wählen wir eina Î I � {0}, für das∆(a) minimal ist. Sei
nunb Î I , und seienq, r Î R so, dassb = q a+ r und (r = 0 oder∆(r) < ∆(a)). Da
r = b- q a Î I , kann∆(r) < ∆(a) wegen der Minimalität von∆(a) nicht gelten. Also
gilt r = 0 undb = q aÎ (a). Somit gilt I = (a). à

BEISPIEL 2.19. Der PolynomringQ[x, y] ist kein Hauptidealbereich.
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Beweis:Sei I := {p Î Q[x, y] | p(0, 0) = 0}. Dann gilt x Î I und y Î I . Wenn I
ein Hauptideal ist, so gibt esf Î I mit f | x und f | y. Also gilt degy( f ) = 0 und
degx( f ) = 0, und somit istf ein konstantes Polynom. Daf Î I , gilt f (0, 0) = 0, und
somit f = 0. Das ist ein Widerspruch zuf | x. Somit istI kein Hauptideal.à

5. Faktorielle Integritätsbereiche

DEFINITION 2.20. SeiR ein Integritätsbereich.R ist faktoriell, wenn folgendes gilt:

(1) Für aller Î R�{0}, die nicht invertierbar sind, gibt es einsÎ N und irreduzible
f1,¼, fs Î R, sodass

r = f1µ fs.

(2) Für allem, nÎ N und für alle irreduziblenf1,¼, fm, g1,¼, gn Î Rmit

f1µ fm = g1µgn

gilt m = n, und es gibt eine bijektive AbbildungΠ : {1,¼, m} ® {1,¼, n},
sodass für allei Î {1,¼, m} gilt: fi ~R gΠ(i).

LEMMA 2.21. Sei R ein Hauptidealbereich, und sei pÎ R ein irreduzibles Element
von R. Dann ist p prim.

Beweis:Seiena, b Î R so, dassp | a × b. SeiJ := {s p+ t a | s, t Î R} das von{p, a}
erzeugte Ideal vonR. Da J ein Hauptideal ist, gibt esc Î J mit (c) = J. Dann gilt
c | p und c | a. Sei d Î R so, dassc d = p. Da p irreduzibel ist, istc invertierbar
oderd invertierbar. Wennc invertierbar ist, so gilt 1Î J. Also gibt ess¢, t¢ Î R mit
s¢p+ t ¢a = 1. Dann gilts¢pb+ t ¢ab= b, und somitp | b. Wennd invertierbar ist, so gilt
wegenc | a auchp = c d | a d. Dad invertierbar ist, gilta d | a, und somitp | a. à

SATZ 2.22. Jeder Hauptidealbereich ist faktoriell.

Beweis:SeiG die Menge allerr Î R� {0}, die nicht invertierbar sind und sich nicht als
Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente schreiben lassen. Wir nehmen anG ¹ Æ.
Sei

A := {(r) | r Î G}

Wir betrachten zunächst den Fall, dass die geordnete Menge(A,Í) ein maximales
Element hat. SeiA ein solches maximales Element, und seia Î G so, dass(a) = A.
Da a nicht irreduzibel und nicht invertierbar ist, gibt es nichtinvertierbare Elemente
b, cÎ R mit b c = a. Nun gilt (a) Í (c). Wenn(a) = (c), so gibt esd Î R mit d a = c.
Dann gilt a = b c = b d a, alsoa(1 - bd) = 0. Da R ein Intergritätsbereich ist, gilt
a = 0 oderbd = 1. Wenna = 0, so giltA Ï A, ein Widerspruch. Wennbd = 1, so ist
b invertierbar, ebenfalls ein Widerspruch. Also gilt(a) ¹ (c). Wegen der Maximalität
von (a) gilt (c) Ï A. Also gilt c Ï G. Dac nicht invertierbar ist, lässt sichc als Produkt
endlich vieler irreduzibler Elemente schreiben. Da(a) ( (b), erhält man genauso, dass
sichb als Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente schreiben lässt. Somit ist auch
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a ein Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente, im Widerspruch zua Î G. Der
Fall, dass(A,Í) ein maximales Element hat, kann also nicht eintreten.

Wir betrachten nun den Fall, dass(A,Í) kein maximales Element hat. Dann gibt es
eine Folge(ai)iÎN ausG, sodass(a1) ( (a2) ( (a3)µ. Wir bilden nun die Menge
A := ÇiÎN(ai). Die MengeA ist ein Ideal des RingsR. DaR ein Hauptidealbereich ist,
gibt es einb Î A mit (b) = A. Wegenb Î A gibt es einj Î N, sodassb Î (a j). Dann
gilt auch(b) Í (a j), und somit(a j+1) Í (b) Í (a j), im Widerspruch zu(a j) ( (a j+1).
Daher kann auch der Fall, dass(A,Í) kein maximales Element hat, nicht eintreten.

Insgesamt gilt alsoG = Æ; somit lässt sich jedes nicht invertierbare Element vonR�{0}
als Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente schreiben.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Zerlegung, indem wir die Eigenschaft (2) aus
Definition 2.20 durch Induktion nachm zeigen. Wennm = 1, so gilt f1 | g1µgn.
Wegen Lemma 2.21 gibt es dann einj Î {1,¼, n}, sodassf1 | g j . Da g j irreduzibel

ist, gibt es ein invertierbares Elementu Î R mit g j = u f1. Somit gilt f1 = u f1

n

ä
i=1
i¹ j

gi,

also 1= u ×
n

ä
i=1
i¹ j

gi. Damit ist jedesgi mit i ¹ j invertierbar, und folglich giltn = 1 und

j = 1.

Sei nunm > 1. Wegenf1 | g1µgn und Lemma 2.21 gibt es daher einj Î {1,¼, n},
sodassf1 | g j . Da g j irreduzibel ist, gibt es ein invertierbaresu Î R mit u f1 = g j .
Außerdem giltn > 1, denn fallsn = 1, so gilt f1 f2 | g1, im Widerspruch dazu dassg1
irreduzibel ist. Es gilt also

f2 × f3µ fm = (ug1)g2g3µg j-1 × g j+1µgn.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine bijektive AbbildungΣ : {2,¼, m} ®
{1,¼, n} � { j}, sodassfi ~ gΣ(i) für alle i Î {2,¼, m}. Somit leistetΠ := Σ Ç {(1, j)} das
Gewünchte.à

ÜBUNGSAUFGABEN 2.23.
SeiRein Integritätsbereich, und seiI Í R. I ist einevollständige Auswahl irreduzibler Elemente, wenn allei Î I irreduzibel sind
und es für jedes irreduziblef Î R genau eini Î I mit f ~R i gibt. Seia Î R � {0}. Eine FunktionΑ : I ® N0 ist eineZerlegung
von a, wenn

(1) {i Î I | Α(i) ¹ 0} ist endlich.
(2) a ~R ÕiÎI iΑ(i).

Dabei definieren wir für allei Î I , dassi0 := 1 ist. Ebenso ist ein ProduktÕiÎÆ immer gleich 1.

(1) Zeigen Sie: SeiR ein faktorieller Integritätsbereich und seiI eine vollständige Auswahl irreduzibler Elemente von
R. Seiena, bÎ R � {0}, seiΑ eine Zerlegung vona bezüglichI undΒ eine Zerlegung vonb bezüglichI . Dann sind
äquivalent:

(a) a | b.
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(b) Für allei Î I gilt Α(i) £ Β(i).
(2) SeiR ein faktorieller Integritätsbereich und seiI eine vollständige Auswahl irreduzibler Elemente vonR. Sei f Î

R � {0}. Dann gibt es genau eine ZerlegungΑ : I ® N0 von f .

6. Eine Anwendung in der Zahlentheorie

Wir brauchen zunächst folgende Beobachtung:

LEMMA 2.24. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

(1) Für jedes xÎ {1,¼, p-1} gibt es ein yÎ {1,¼, p-1}mit x× y º 1 (mod p).
(2) Für jedes xÎ Z gilt: wenn x2 º 1 (mod p), so gilt x º 1 (mod p) oder

x º -1 (mod p).
(3) (p- 1)! º -1 (mod p) und( p-1

2 !)2 º (-1)
p-3
2 (mod p).

Beweis:(1) Da ggT(x, p) = 1, gibt esu, v Î Z mit ux+ vp = 1. Somit gilt füry :=
umodp, dassy xº 1 (mod p). (2) Wennp | x2 - 1 = (x+ 1)(x- 1), so gilt wegen des
Fundamentallemmas (Satz 1.6)p | x+ 1 oderp | x- 1. (3) Für jedesx Î {2,¼, p- 2}
gibt es einy Î {2,¼, p - 2} mit x y º 1 (mod p). Diesesy erfüllt y ¹ x. Somit

gilt Õ
p-2
i=2 i º 1 (mod p), also(p - 1)! º -1 (mod p). Für i Î {1,¼, p-1

2 } gilt -i º
p- i (mod p), also gilt

- 1 ºp (p- 1)! =

p-1
2

ä
i=1

i ×

p-1
2

ä
i=1

(p- i)

ºp (
p- 1

2
!) × (-1)

p-1
2 × (

p- 1
2

!) = (
p- 1

2
!)2 × (-1)

p-1
2 .

à

Wir beweisen nun den folgenden Satz:

SATZ 2.25. Sei p eine Primzahl mit pº 1 (mod 4). Dann gibt es a, bÎ N, sodass
a2 + b2 = p.

Beweis:Seix := p-1
2 !. Wegen Lemma 2.24 gilt dann

(2.1) x2 º -1 (mod p) .

Im Ring Z[i] gilt natürlich ebenfallsp | (1 + x2), also p | (1 + x i) × (1 - x i). Da
jedes Vielfache vonp im RingZ[i] einen durchp teilbaren Realteil hat, gilt inZ[i]
weder p | (1 + x i) noch p | (1 - x i). Im Ring Z[i] ist p also nicht prim. Wegen
Satz 2.16 und Satz 2.18 istZ[i] ein Hauptidealbereich. Somit ist wegen Lemma 2.21
jedes irreduzible Element vonZ[i] prim. Also ist p in Z[i] nicht irreduzibel. Es gibt
folglich a, b, c, dÎ Z, sodassp = (a+b i)(c+d i), unda+b i undc+d i nicht invertierbar
sind. SeiN(u+ v i) := u2 + v2 für alleu, vÎ Z. Dann gilt

p2 = N(p) = N((a+ b i)(c+ d i)) = N(a+ b i) × N(c+ d i) = (a2 + b2)(c2 + d2).
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Alle ElementezÎ Z[i]mit N(z) = 1 sind invertierbar. Somit mussa2 + b2 = p gelten.
Die Zahlena¢ := |a| undb¢ := |b| leisten also das Gewünschte.à



KAPITEL 3

Restklassenringe

1. Faktorringe

DEFINITION 3.1 (Ring). Eine Algebra(R,+,-, ×, 0, 1) ist einRing mit Eins, wenn+, ×
binäre Operationen aufRsind,- eine unäre Operation aufR ist, und 0, 1 Elemente aus
R sind, sodass für allex, y, zÎ R die folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

(1) x+ 0 = x
(2) x+ (-x) = 0
(3) (x+ y) + z= x+ (y+ z)
(4) x+ y = y+ x
(5) (x × y) × z= x × (y × z)
(6) x × (y+ z) = x × y+ x × z
(7) (x+ y) × z= x × z+ y × z
(8) x × 1 = 1 × x = x

DEFINITION 3.2 (Ideal). SeiR = (R,+,-, ×, 0, 1) ein Ring mit Eins. Eine TeilmengeI
von R ist ein Ideal vonR, wennI ¹ Æ und für allei, j Î I und r Î R gilt: i - j Î I ,
r × i Î I , i × r Î I .

DEFINITION 3.3 (Restklasse). SeiR ein Ring mit Eins, und seiI ein Ideal vonR. Wir
definieren eine Relation~I auf Rdurch

a ~I b :Û a- bÎ I für allea, bÎ R.

LEMMA 3.4. SeiR ein Ring mit Eins, sei I ein Ideal vonR, und sei rÎ R. Dann gilt:

(1) Die Relation~I ist eine Äquivalenzrelation auf R.
(2) Die Äquivalenzklasse von r modulo~I ist gegeben durch r/~I := {r + i | i Î I }.

Wir schreiben für diese Klasse auch[r]I oder r+ I.

LEMMA 3.5. SeiR ein Ring, sei I ein Ideal vonR, und seien a1, a2, b1, b2 Î R mit
a1 ~I a2 und b1 ~I b2. Dann gilt a1 + b1 ~I a2 + b2, -a1 ~I -a2, und a1 × b1 ~I a2 × b2.

DEFINITION UND SATZ 3.6 (Faktorring). SeiR ein Ring, seiI ein Ideal vonR, und
seiR/I := {r + I | r Î R} die Faktormenge vonR modulo~I . Wir definieren nun

(r + I ) Å (s+ I ) := (r + s) + I
�(r + I ) := (-r) + I

(r + I )� (s+ I ) := (r × s) + I.

25
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Dann sind die OperationenÅ,� und� “wohldefiniert”, und die algebraische Struktur
(R/I,Å,�,�, 0+ I, 1+ I ) ist ein Ring mit Eins.

ÜBUNGSAUFGABEN 3.7.

(1) Auf der MengeQ definieren wir die Relation

a ~ b :Û dat = dbt .
Wir definieren:

[a]~ � [b]~ := [a b]~

Was ist das Problem an dieser “Definition”?

2. Der RingZn

DEFINITION 3.8 (Zn). SeiZ der Ring der ganzen Zahlen, sein Î N, und sei(n) das
von n erzeugte Hauptideal vonZ. Dann bezeichnen wir den RingZ/ (n) als denRing
der ganzen Zahlen modulo n, und kürzen ihn mitZn ab.

Zn hatn Elemente, und zwar[0]n , [1]n ,¼, [n- 1]n.

SATZ 3.9 (Invertierbarkeit).Sei nÎ N und aÎ Z. Dann ist[a]n genau dann invertier-
bar inZn, wennggT(a, n) = 1.

Beweis:Die Klasse[a]n ist genau dann invertierbar, wenn es einx Î Z mit a × x º
1 (modn) gibt. Diese Kongruenz ist genau dann lösbar, wenn ggT(a, n) | 1.à

Da in jedem kommutativen Ring mit Eins das Produkt invertierbarer Elemente wieder
invertierbar ist, erhalten wir:

LEMMA 3.10.Seien a, b invertierbare Elemente ausZn. Dann ist auch a×b invertierbar.

DEFINITION 3.11 (Euler’schej-Funktion). Sein Î N, n > 1. Dann istj(n) definiert
durch

j (n) :=
ÄÄÄÄÄ9a Î Zn : a invertierbar=ÄÄÄÄÄ =

=
ÄÄÄÄÄ9x Î {1, 2,¼, n- 1} : ggT(x, n) = 1=ÄÄÄÄÄ .

Wir berechnenj (12) = |{1, 5, 7, 11}| = 4 undj (8) = |{1, 3, 5, 7}| = 4.

SATZ 3.12 (Satz von Euler).Sei nÎ N, n > 1, a Î Z, ggT(a, n) = 1. Dann gilt:

aj(n) º 1 (modn) .

Wir überprüfen diesen Satz durch zwei Beispiele:

ê Gilt 7j(12) º 1 (mod 12)? Ja, denn es ist 74 º 1 (mod 12),
ê Gilt 3j(5) º 1 (mod 5)? Ja, denn es gilt 34 º 1 (mod 5).
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Beweis von Satz 3.12:Seienn Î N unda Î Z. Wir nehmen an, dass ggT(a, n) = 1.
Sei

I := 9x Î Zn | x ist invertierbar= .
Wir wissen bereits, dass|I | = j (n). Wir definieren

f : I � I
x S� x� [a]n

und zeigen, dassf injektiv ist. Dazu fixieren wirx, yÎ I mit f (x) = f (y). Das heißt:
x × [a]n = y × [a]n. Da ggT(a, n) = 1, gibt esb Î Z mit [a]n × [b]n = [1]n . Wir erhalten
alsox × [a]n × [b]n = y × [a]n × [b]n und damitx = y. Daher istf injektiv. Die Funktion f
ist folglich eine bijektive Abbildung vonI nachI . Es gilt also:

ä
xÎI

x = ä
xÎI

f (x)

ä
xÎI

x = ä
xÎI

Ix × [a]nM

ä
xÎI

x =
æçççç
è
ä
xÎI

x
ö÷÷÷÷
ø
× I[a]nMj(n)

Seiy Î Zn das Inverse zuÕxÎI x. Dann gilt:

y ×ä
xÎI

x = y ×
æçççç
è
ä
xÎI

x
ö÷÷÷÷
ø

. I[a]nMj(n)

[1]n = I[a]nMj(n) ,
also 1º aj(n) (modn). à

KOROLLAR 3.13. Sei p eine Primzahl, und sei zÎ Z. Dann gilt

zp º z (mod p) .

Falls p kein Teiler von z ist, gilt

zp-1 º 1 (mod p) .

Beweis:Wir wählen eine Primzahlp und z Î Z beliebig, aber fest, und nehmen an,
dassp die Zahlz nicht teilt. Wir wissen, dassj (p) = p- 1, und daher gilt nach dem
Satz von Euler

zp-1 º 1 (mod p) .

Da p | (zp-1 - 1), gilt auchp | (zp - z), und somitzp º z (mod p).

Wennp | z,dann teiltp sowohlz als auchzp. à

ÜBUNGSAUFGABEN 3.14.

(1) ([RU87]) Zeigen Sie, dass für jede natürliche Zahln die Zahln5 - n ein Vielfaches von 30 ist.
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(2) Zeigen Sie, dass für allea, bÎ Zp gilt:

(a+ b)p = ap + bp.

(3) Seienm, nnatürliche Zahlen. Wann ist 2m - 1 ein Teiler von 2n - 1?

3. Das RSA-Verfahren

SATZ 3.15. Seien p, q Primzahlen, p¹ q und seien aÎ Z, sÎ N0. Dann gilt:

a1+s(p-1)(q-1) º a (mod p × q) .

Beweis:

ê 1. Fall: ggT(a, pq) = 1: Wir wissen, dassap-1 º 1 (mod p) gilt (Satz von
Euler), daher gilt auchIap-1M(q-1)×s

º 1 (mod p). Somit ist p ein Teiler von
a(p-1)×(q-1)×s- 1 und damit auch vona(p-1)×(q-1)×s+1 - a. Ebenso zeigen wir

q | a(p-1)×(q-1)×s+1 - a.

Damit gilt insgesamt:

pq | a(p-1)×(q-1)×s+1 - a.

ê 2. Fall: ggT(a, pq) = p: Da der ggT(a, q) = 1 ist, gilt mit dem Satz von Euler
aq-1 º 1 (modq) , und somita(q-1)×(p-1) º 1 (modq). Das heißt

q | a(q-1)×(p-1)×s- 1.

Wir wissen, dassp | a. Daher giltp × q | Ia(q-1)×(p-1)×s- 1M × a.
ê 3. Fall: ggT(a, pq) = q: Beweis genauso wie im 2. Fall.
ê 4. Fall: ggT(a, pq) = p × q: Dann ist zu zeigen, dass 0º 0 (modpq). à

ÜBUNGSAUFGABEN 3.16.

(1) Sein = p1 × p2 ×µ × pk, wobei diepi lauter verschiedene Primzahlen sind, und seis Î N. Zeigen Sie, dass für alle
a Î Z gilt:

a1+s×Õ
k
i=1(pi-1) º a (modn) .

Beim RSA-Verschlüsselungsverfahren wählt der Systementwerfer zwei Primzahlen
p, q, sodassn = p q nicht in verfügbarer Zeit faktoriserbar ist, berechnetΦ := (p -
1)(q - 1), wählt für e eine beliebige Zahl mit 1< e < Φ und ggT(e,Φ) = 1, und
berechnetd so, dassd eº 1 (modΦ).

Der öffentliche Schlüssel ist(n, e), der private Schlüssel(n, d). Die Verschlüsselungs-
funktion ist gegeben durchE : Zn ® Zn, E(m) := me, die Entschlüsselungsfunktion
durchD : Zn ® Zn, D(c) := cd.
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4. Die Multiplikativität der Eulerschen j-Funktion

SATZ 3.17 (Multiplikativität derj-Funktion). Seien n, mÎ N, n ³ 2, m ³ 2. Wenn
n, m relativ prim sind, dann giltj (n ×m) = j (n) × j (m) .

Der Beweis der Multiplikativität erfordert noch etwas Information über Ringe.

SATZ UND DEFINITION 3.18. Seien R1 und R2 Ringe mit Eins sind. Wir definieren auf
der Menge R1 ´ R2 Operationen durch

ê K r1
r2
O +R1´R2

K s1
s2
O := K r1 +R1

s1

r2 +R2
s2
O

ê K r1
r2
O ×R1´R2

K s1
s2
O := K r1 ×R1

s1

r2 ×R2
s2
O

ê -R1´R2
K r1

r2
O := K -R1

r1

-R2
r2
O.

Dann ist
(R1 ´ R2,+R1´R2

,-R1´R2
, ×R1´R2

, J 0R1
0R2
N, J 1R1

1R2
N)

ein Ring mit Eins. Er ist dasdirekte Produkt vonR1 undR2.

R1 ´ R2 mit diesen Operationen erfüllt also alle Ring mit Eins-Rechengesetze.

Rechnen wir zum Beispiel inZ4 ´Z5.

K [3]4[4]5 O × K
[2]4
[3]5
O = K [2]4[2]5 O

R1 ´ R2 heißt dasdirekte ProduktvonR1 undR2.

DEFINITION 3.19. R, Sseien Ringe mit Eins. Die Abbildungj : R® Sheißt Ring mit
Eins-Homomorphismus:Û

"r1, r2 Î R : j Ir1 +R r2M = j Ir1M +S Ir2M ,
j I-R r1M = -Sj Ir1M ,
j Ir1 ×R r2M = j Ir1M ×Sj Ir2M ,
j I0RM = 0S,
j I1RM = 1S.

Ein surjektiver Homomorphismus heißt auchEpimorphismus, ein injektiver Homo-
morphismus auchMonomorphismusund ein bijektiver Homomorphismus auchIso-
morphismus.

BEISPIELE 3.20.

ê j : Z ® Z5, x# [x]5 ist surjektiv, also istj ein Epimorphismus.
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ê Wir untersuchenΑ : Z5 ® Z, [x]5 # x. Hier ergibt sich folgendes Problem:
Α I[3]5M = 3, undΑ I[3]5M = Α I[8]5M = 8. — Das Problem ist, dassΑ nicht
wohldefiniert ist. Man kann das auch so ausdrücken, dass man sagt, dass die
Relation

Α = 9I[x]5 , xM | x Î Z=
nicht funktional (d. h. eine Funktion = Graph einer Funktion) ist. Sie ist nicht
funktional, weilI[2]5 , 2M Î Α undI[2]5 , 7M Î Α.

SATZ 3.21. Seien n, mÎ Nmit ggT(n, m) = 1. Dann ist die Abbildung

j : Zm×n � Zn ´Zm

[x]m×n S� I[x]n , [x]mM
ein Ring mit Eins-Isomorphismus.

Beweis:Wir führen den Beweis in drei Schritten.

(1) j ist wohldefiniert: Zu zeigen ist, dass für alley, zÎ Z mit [y]m×n = [z]m×n die
Gleichheiten[y]n = [z]n und[y]m = [z]m gelten. Zu zeigen ist ist also, dass für
alley, zÎ Z gilt:

m × n | y- zÞ (m | y- zß n | y- z) .

Das ist aber offensichtlich
(2) j ist Homomorphismus: Wir überprüfen die Homomorphismuseigenschaft

für +. Wir berechnen dazu

j I[x]n×m+ [y]n×mM = j I[x+ y]n×mM
= I[x+ y]n , [x+ y]mM
= I[x]n + [y]n , [x]m+ [y]mM
= K [x]n[x]m O + K

[y]n
[y]m
O

= j I[x]n×mM + j I[y]n×mM .
(3) j ist bijektiv: Da beide Mengen endlich und gleich groß sind, reicht es, zu

zeigen, dassj injektiv ist. Wir nehmen also anj I[x]nmM = j I[y]nmM. Das
heißt I[x]n , [x]mM = I[y]n , [y]mM. Daher giltn | x - y und m | x - y. Da der
ggT(n, m) = 1 ist, gilt: n × m | x - y. Wir erhalten daher[x]nm = [y]nm. Die
Abbildungj ist also injektiv, somit surjektiv und damit bijektiv.à

Wenn der ggT(n, m) = 1 ist, dann istZn´Zm also isomorph zuZn×m. Da Isomorphismen
die Invertierbarkeit erhalten, haben beide Ringe gleich viele invertierbare Elemente.
Daraus können wir jetzt die Multiplikativität derj-Funktion, also Satz 3.17, herleiten.

Beweis von Satz 3.17:
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(1) Anzahl der invertierbaren Elemente vonZn´Zm: Wir zeigen, dassIabM Î Zn´
Zm genau dann invertierbar ist, wenna invertierbar inZn undb invertierbar
in Zm ist. Dazu fixieren wir zunächstIabM Î Zn ´ Zm und nehmen an, dassIabM
invertierbar ist; es gibt alsoIcdM Î Zn ´ Zm, sodassIabM × IcdM = 1Zn´Zm

= I[1]n[1]mM.
Daher ista in Zn invertierbar (mit Inversemc), ebensob in Zm (mit Inversem
d).

Nun fixieren wira Î Zn, bÎ Zm, beide invertierbar. Fallsa×c = [1]n , und
b × d = [1]m , dann istIcdM das Inverse zuIabM. In Zn gibt esj (n) invertierbare
Elemente, inZm gibt esj (m) invertierbare Elemente, und somit gibt es in
Zn ´Zm genauj (n) × j (m) invertierbare Elemente.

(2) Anzahl der invertierbaren Elemente inZn×m: Hier gibt esj (n ×m) invertierbare
Elemente (nach der Definition vonj).

Damit haben wir gezeigt, dass

j (n ×m) = j (n) × j (m)

für allen, mÎ Nmit ggT(n, m) = 1.à

Aus der Primfaktorzerlegung vonn und ausj(pΑ) = pΑ - pΑ-1 kann man jetzt leicht
j(n) durch

j (n) = j JÕ p
Αi
i N

= Õj JpΑi
i N

= Õ p
Αi
i J1- 1

pi
N

= Õ p
Αi
i × Õ J1- 1

pi
N

= n × Õ J1- 1
pi
N

berechnen.

BEISPIEL 3.22. j (12) = 12 × I1- 1
2M × I1- 1

3M = 4 = 2 × 2 = j (3) × j (4).

ÜBUNGSAUFGABEN 3.23.

(1) Für das RSA-Verfahren wählen wirp = 5, q = 11 undk = 13. Chiffrieren Sie(01, 22, 03, 08) und dechiffrieren Sie
das Ergebnis !

(2) Frau Huber sendet Herrn Müller mit dem RSA-Verfahren dieNachricht PMOXY. Herr Müller weiß, dass Frau Huber
das RSA-Verfahren mit(n = 35, k = 5) verwendet hat (A=0, Z=25). Entschlüsseln Sie die Nachricht!

(3) (Mathematica) Entschlüsseln Sie (verbotenerweise) die Nachricht(2, 3, 5,7, 11, 13), die mit k = 13 und pq =
1334323339 verschlüsselt wurde.

(4) (Mathematica) [LP98, p. 265] In einem RSA-System istn = pq= 32954765761773295963 undk = 1031. Bestim-
men Siet, und entschlüsseln Sie die Nachricht

899150261120482115

(A = 0, Z = 25).





KAPITEL 4

Gruppen

1. Symmetriegruppen von geometrischen Objekten

Wir werden in diesem Kapitel folgendes Problem lösen: Wir wollen die Seitenflächen
eines Würfels mit zwei Farben (rot und blau) einfärben. Wieviele Färbungen gibt es?
Dabei sehen wir zwei Färbungen als gleich an, wenn sie durch Drehen des Würfels
ineinander übergeführt werden können. So gibt es z. B. nur eine Färbung, bei der eine
Fläche rot ist, und alle anderen Flächen blau sind.

2. Definition einer Gruppe

DEFINITION 4.1. (G, ×, i, e) ist eineGruppe, wennG eine nichtleere Menge,× eine
zweistellige Operation aufG, i eine einstellige Operation aufG, und e ein Element
vonG ist, sodass für allex, y, zÎ G folgende Eigenschaften gelten:

(1) (x × y) × z= x × (y × z);
(2) e × x = x;
(3) i(x) × x = e.

BEISPIEL 4.2. SeiX eine Menge, und sei

SX := { f : X ® X | f ist bijektiv}.

Für f1, f2 Î SX definieren wirf1 ë f2 durch

f1 ë f2(x) = f1( f2(x)) für allex Î X,

i( f1) als die inverse Funktion zuf1; mit idX bezeichnen wir die identische Funktion auf
X. Dann ist(SX, ë, i, idX) eine Gruppe.

SATZ 4.3. Sei(G, ×, i, e) eine Gruppe. Dann gilt:

(1) Für alle zÎ G : z × e = z;
(2) Für alle zÎ G : i(i(z)) = z;
(3) Für alle zÎ G : z × i(z) = e.

33
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Beweis:Wir zeigen zunächst (1), und wählen dazuzÎ G. Es gilt

z × e = e × (z × e)

= (e × z) × e

= ((i(i(z)) × i(z)) × z) × e

= ((i(i(z)) × i(z)) × z) × (i(z) × z)

= (i(i(z)) × (i(z) × z)) × (i(z) × z)

= (i(i(z)) × e) × (i(z) × z)

= i(i(z)) × (e × (i(z) × z))

= i(i(z)) × (i(z) × z)

= (i(i(z)) × i(z)) × z

= e × z

= z.

Nun zeigen wir (2). Wir wählenzÎ G und rechnen:

i(i(z)) = i(i(z)) × e

= i(i(z)) × (i(z) × z)

= (i(i(z)) × i(z)) × z

= e × z

= z.

Für (3) berechnen wir
z × i(z) = i(i(z)) × i(z)

= e.

ÜBUNGSAUFGABEN 4.4.

(1) Sei(G, ×, i, e) eine Gruppe. Zeigen Sie, dass für allea, bÎ G die Gleichunga × x = b genau eine Lösung hat.
(2) Sei(G, ×, i, e) eine Gruppe. Benutzen Sie das vorige Übungsbeispiel, um zu zeigen, dassi(e) = e, und dass für alle

x, yÎ G gilt:
i(x × y) = i(y) × i(x).

(3) * Sei(G, ×, i, e) eine Gruppe. Zeigen Sie durch eine Kette von Gleichungen wieim Beweis von Satz 4.3, dassi(e) = e,
und dass für allex, yÎ G gilt:

i(x × y) = i(y) × i(x).

(4) Finden Sie eine MengeH, eine Funktion× von H ´ H nachH, eine Funktioni von H nachH, und ein Element
e Î H, sodass alle folgende Eigenschaften erfüllt sind:

(a) Für allex, y, zÎ H gelten:(x × y) × z= x × (y × z), e × x = x, x × i(x) = e.
(b) (H, ×, i, e) ist keine Gruppe.

(5) Zeigen Sie, dass bei einer GruppeG die Funktion, die das inverse Element bestimmt, und das neutrale Element
der Gruppe, bereits durch die zweistellige Gruppenoperation vollständig bestimmt sind. D. h., zeigen Sie: Seien
(G,ë, i1,e1) und(G,ë, i2, e2) zwei Gruppen. (Die beiden Gruppen haben also die TrägermengeG und die zweistellige
Operationë gemeinsam.) Zeigen Siei1 = i2 unde1 = e2.

Es ist erfreulich, dass man Satz 4.3 automatisch beweisen lassen kann; die theoretische
Grundlage dafür ist die Methode von Knuth und Bendix [KB70], die z. B. in [Buc82]
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beschrieben wird. Eine Implementation dieses Algorithmus, der “Larch”-prover, liefert
bei Eingabe der Gleichungen

e* x = x
i(x) * x = e

(x * y) * z = x * (y * z)

innerhalb weniger Sekunden folgende Konsequenzen aus diesen Gleichungen:

group.1: e* x = x
group.2: i(x) * x = e
group.3: x * y * z = x * (y * z)
group.4: i(y) * (y * z) = z
group.6: z* e = z
group.8: i(e) = e
group.10: i(i(z)) = z
group.11: z* i(z) = e
group.12: z* (i(z) * g) = g
group.24: i(g* y) = i(y) * i(g)

3. Beispiele für Gruppen

In manchen der folgenden Beispiele geben wir eine Gruppe(G, ×, i, e) einfach als(G, ×)
an.

BEISPIEL 4.5 (Matrixgruppen). Seienn Î N, pÎ P.

(1) Sei GL(n, p) die Menge aller regulärenn´ n-Matrizen überZp. Dann ist

(GL(n, p), ×, -1, E(n))

eine Gruppe, dieallgemeine lineare Gruppe.
(2) Sei SL(n, p) := {A Î GL(n, p) | detA = 1}. Dann ist

(SL(n, p), ×, -1, E(n))

eine Gruppe, diespezielle lineare Gruppe.

BEISPIEL 4.6 (Restklassen vonZmit Multiplikation).

(1) Sein ³ 2. Dann ist(Zn, ×) keine Gruppe.
(2) Sein ³ 2. (Zn�{[0]n}, ×) ist genau dann eine Gruppe, wennn eine Primzahl ist.
(3) Sein ³ 2, und sei

Zn
* := {[x]n | x Î Z und ggT(x, n) = 1}.

Dann ist(Zn
*, ×, -1, [1]n) eine Gruppe mitj(n) Elementen.

DEFINITION 4.7. Eine Gruppe(G, ×) heißtzyklisch, wenn es eingÎ G gibt, sodass

G = {gn | n Î N} Ç {(g-1)n | n Î N} Ç {1G}.
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BEISPIEL 4.8 (Zyklische Gruppen).

(1) Sein Î N. (Zn,+) ist eine zyklische Gruppe mitn Elementen.
(2) Sein Î N. ({x Î C | xn = 1}, ×) ist eine zyklische Gruppe mitn Elementen.
(3) (Z,+) ist eine zyklische Gruppe.

BEISPIEL 4.9 (Symmetriegruppen geometrischer Objekte). Wir zeichnen das Quadrat
mit den Eckpunkten(-1,-1), (1,-1), (1, 1), (-1, 1), und betrachten alle bijektiven li-
nearen Abbildungen vonR2 nachR2, die das Quadrat auf sich selbst abbilden (diese
Abbildungen bezeichnen wir alsSymmetrieabbildungen). Die Hintereinanderausfüh-
rung zweier Symmetrieabbildungen ist wieder eine Symmetrieabbildung. Die identi-
sche Abbildung ist eine Symmetrieabbildung, und zu jeder Symmetrieabbildungd ist
die inverse Abbildung wieder eine Symmetrieabbildung. DieMenge aller Symmetrie-
abbildungen, mit der Hintereinanderausführung als zweistelliger Operation, ist eine
Gruppe. Für das Quadrat gibt es genau 8 Symmetrieabbildungen.

ÜBUNGSAUFGABEN 4.10.

(1) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung der acht linearen Abbildungen, die das Quadrat mit den Eckpunkten(-1,-1),
(1,-1), (1, 1), (-1, 1) in sich selbst überführen.

Wir bezeichnen nun eine Drehung des Quadrats um 90ë gegen den Uhrzeigersinn mit
a und eine Spiegelung an dery-Achse mitb. Was können wir nun ausa undb zusam-
menbauen? Überlegen wir uns zunächst einmal die folgenden beiden Beispiele:

(1) b × a = a3 × b

(2) baba= a3bba= a31a = a4 = 1.

Wir können die Symmetrieabbildungen also auf zwei Arten darstellen:

(1) Als Matrizen;
(2) Als Worte ina undb. So istaaabbaeine Symmetrieabbildung. Beim Rechnen

berücksichtigen wir, dassa4 = 1, b2 = 1, undba = a3b gilt. Damit können
wir jedes Wort zu einem Wort aus der Menge

{1, a, aa, aaa, b, ab, aab, aaab}

umformen, das die gleiche Symmetrieabbildung darstellt.

Daher gibt man diese Gruppe der Symmetrieoperationen (=Symmetrieabbildungen)
des Quadrats, die man alsD4 (Diedergruppe mit 8 Elementen) bezeichnet, auch oft so
an:

D4 = X a, b
« ¬­¬®

Erzeuger

| a4 = 1, b2 = 1, ba= a3b
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

definierende Relationen

\.

ÜBUNGSAUFGABEN 4.11.
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(1) Wir betrachten alle Abbildungen{ f : C ® C}, die sich als Hintereinanderausführung der Funktionenx ® i × x und
x® x schreiben lassen. (Dabei ista+ bi := a- bi).

(a) Wieviele Funktionen lassen sich daraus zusammenbauen?
(b) Was machen diese Funktionen mit den Punkten{-1- i, 1- i, 1+ i, -1+ i}?

(2) Wir betrachten inR2 das Sechseck mit den Eckpunkten{(Re(z), Im(z)) | zÎ C, z6 = 1}. Bestimmen Sie alle Deckab-
bildungen, die dieses Sechseck auf sich selbst abbilden.

(3) Wir betrachten inR2 das Sechseck mit den Eckpunkten{(Re(z), Im(z)) | zÎ C, z6 = 1}. Wie können Sie die Gruppe
aller Symmetrieoperationen dieses Sechseckes durch Wortein a und b angeben? Was sind die “Rechenregeln”?
(Diese Rechenregeln bezeichnet man auch alsdefinierende Relationen.)

(4) * Als “Wort” betrachten wir eine endliche Folge von Buchstaben aus{a, b, c,¼, z}. Diese Worte verknüpfen wir
durch Aneinanderhängen, also z.B.a f c * gf f = a f cgf f. Für manche Wortew1, w2 gilt w1 * w2 = w2 * w1, zum
Beispielaaa* aa= aa* aaa, oder, komplizierter,avd* avdavd= avdavd* avd.

Beschreiben Sie alle Wortpaare(w1, w2), sodassw1 * w2 = w2 * w1.

BEISPIEL 4.12 (Gruppen, die durch die Gruppentafel gegeben sind). Wir definieren
eine Gruppenoperation auf{0, 1, 2, 3} durch

+ | 0 1 2 3
--------------------
0 | 0 1 2 3
1 | 1 0 3 2
2 | 2 3 0 1
3 | 3 2 1 0

BEISPIEL 4.13. Permutationsgruppen und die Zyklenschreibweise Fürn Î N sei

Sn := { f : {1, 2,¼, n} ® {1, 2,¼, n} | f ist bijektiv }.

Diese Gruppe hatn! Elemente, sie heißt diesymmetrische Gruppe vom Grad n.Der
Wirkungsbereicheiner Permutationf ist die Menge allerj Î {1,¼, n} mit f ( j) ¹ j.
Einige Elemente vonSn bezeichnen wir alsZyklen. Seien dazui1,¼, im paarweise
verschiedene Zahlen in{1,¼, n}. Mit (i1 i2¼im) bezeichnen wir die Abbildungf :
{1,¼, n} ® {1,¼, n}, f (i1) = i2, f (i2) = i3, ¼, f (im-1) = im, f (im) = i1, f ( j) = j
für j Î {1,¼, n} � {i1,¼, im}. Ein f , das sich so schreiben lässt, heißt auchZyklus
der Länge m. Jedes Element derSn lässt sich als Produkt endlich vieler Zyklen mit
paarweise disjunktem Wirkungsbereich schreiben, so gilt zum Beispiel

K 1 2 3 4 5
3 2 1 5 4O = I 1 3 M I 4 5 M = I 3 1 M I 5 4 M = I 5 4 M I 3 1 M

und

K 1 2 3 4 5
2 3 5 4 1 O = I 1 2 3 5 M .

DEFINITION 4.14. Eine Gruppe(G, ×,-1 , 1) ist abelsch, wenn für allex, y Î G gilt,
dassx × y = y × x.

Die GruppeS3 ist nicht abelsch:

I 1 2 M ë I 1 3 M = I 1 3 2 M
I 1 3 M ë I 1 2 M = I 1 2 3 M G ¹ .
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Insgesamt gilt, dassSn genau dann abelsch ist, wennn ³ 2. Wennn ³ 3, dann istSn
nicht abelsch.

ÜBUNGSAUFGABEN 4.15.

(1) Sei (G, ×) eine abelsche Gruppe mitn Elementen. Zeigen Sie, dass für jedesg Î G gilt: gn = 1G. Hinweis: Für
G := (Zn

*, ×) ist das der Satz von Euler.Bemerkung: Dieser Satz gilt nicht nur für abelsche, sondernfür alle
Gruppen.

4. Permutationsgruppen und der Satz von Cayley

DEFINITION 4.16. SeienG := (G, ×G, iG, 1G) undH := (H, ×H, iH, 1H)Gruppen.H ist
eineUntergruppe vonG, wennH Í G und für alleh1, h2 Î H gilt h1 ×H h2 = h1 ×G h2,
iG(h1) = iH(h1), 1G = 1H .

Wir unterscheiden hier also auch in der Notation zwischen der algebraischen Struktur
G = (G, ×G, iG, 1G) und ihrer TrägermengeG; G heißt auch dasUniversumvon G.
Wenn aus dem Kontext klar ist, ob die Gruppe oder die Menge gemeint ist, bezeichnet
man oft sowohl die algebraische Struktur als auch ihre Trägermenge mit dem gleichen
Buchstaben; so kann etwaSn sowohl die Menge aller Bijektionen auf{1,¼, n} als auch
die Gruppe dieser Bijektionen mit der Hintereinanderausführung als Gruppenmultipli-
kation sein.

DEFINITION 4.17. SeiG = (G, ×, i, 1) eine Gruppe. Die MengeH heißtTrägermenge
einer UntergruppeoderSubuniversumvonG, wenn 1G Î H und für alleh1, h2 Î H
auchh1 × h2 Î H undh-1

1 Î H gilt.

WennH ein Subuniversum vonG ist, so ist(H, × |H´H ,-1 |H, 1G) ist eine Untergruppe
vonG.

ÜBUNGSAUFGABEN 4.18.

(1) Sei(G, ×,-1 , 1) eine Gruppe und seiH eine nichtleere Teilmenge vonG, sodass für alleh1, h2 Î H auchh-1
1 × h2 in

H liegt. Zeigen Sie, dassH dann Trägermenge einer Untergruppe von(G, ×,-1 ,1) ist.
(2) Sei(G, ×,-1 ,1) eine Gruppe und seiH eine nichtleere Teilmenge vonG, sodass für alleh1, h2 Î H auchh1 × h2 in H

liegt. MussH dann Trägermenge einer Untergruppe von(G, ×,-1 , 1) sein?
(3) Sei(G, ×,-1 , 1) eine Gruppe und seiH eine nichtleere Teilmenge vonG, sodass für alleh1 Î H auchh1

-1 in H liegt.
MussH dann Trägermenge einer Untergruppe von(G, ×,-1 ,1) sein?

(4) Sei(G, ×,-1 , 1) eine Gruppe, seiH eine nichtleere Teilmenge vonG, und seie ein Element vonH. Wir nehmen an,
dass(H, ×|H´H ,-1|H , e) eine Gruppe ist. Zeigen Siee= 1G.

(5) Sei(G, ×,-1 ,1) eine Gruppe und seiH eine endliche nichtleere Teilmenge vonG, sodass für alleh1, h2 Î H auch
h1 × h2 in H liegt. MussH dann Trägermenge einer Untergruppe von(G, ×,-1 , 1) sein?

Wir bestimmen die Trägermengen von Untergruppen der GruppeS3 und erhalten

(1) {id},
(2) {id, (12)},
(3) {id, (13)},
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(4) {id, (23)},
(5) {id, (123), (132)},
(6) S3.

ÜBUNGSAUFGABEN 4.19.

(1) Welche der folgenden Mengen sind Trägermengen von Untergruppen der GruppeSn? (n ³ 2).
(a) A = { f Î Sn | f (1) = 1};
(b) B = { f Î Sn | f (2) > f (1)};
(c) * C = { f Î Sn | "k Î {1,2,¼, n} : f (k) º k × f (1) (modn)}.

Berechnen Sie die Anzahl der Elemente vonA, B, undC!

DEFINITION 4.20. Seien(G, ×,-1 , 1), (H,�,-1H , 1H) Gruppen. Eine Abbildungj :
G® H heißt Gruppenhomomorphismus:Û

(1) j(g1 × g2) = j(g1)� j(g2) für alleg1, g2 Î G,
(2) j(g-1

1 ) = (j(g1))
-1H ,

(3) j(1) = 1H.

BEISPIEL 4.21. SeiG := (R+, ×) und seiH := (R,+). Dann istj : R ® R+, x# ln(x)
ein Homomorphismus.

BEISPIEL 4.22. Die Abbildung

j : Z ® Zn
x# [x]n

ist ein Gruppenhomomorphismus von(Z,+) nach(Zn,+).

DEFINITION 4.23. Gruppenomomorphismen, die injektiv sind, heißenMonomorphis-
men; surjektive Gruppenhomomorphismen heißenEpimorphismen, bijektive Isomor-
phismen. Homomorphismen einer Gruppe in sich selbst heißenEndomorphismen, bi-
jektive Endomorphismen heißenAutomorphismen.

BEISPIEL 4.24. SeienH undK die Untergruppen vonS3 mit den Trägermengen

H := {(), (1, 2, 3), (1, 3, 2)}, K := {(), (1, 2)}.

Dann istH isomorph zur Gruppe(Z3,+), undK isomorph zur Gruppe(Z2,+).

ÜBUNGSAUFGABEN 4.25.

(1) Wir haben einen Gruppenhomomorphismus als eine Abbildung j : G ® H definiert, die folgende drei Bedingun-
gen erfüllt:

(a) j(g1 ×G g2) = j(g1) ×H j(g2) für alle g1, g2 Î G;

(b) j(g1
-1
G ) = (j(g1))

-1
H für alle g1 Î G;

(c) j(1G ) = 1H .
SeienG undH Gruppen, und seiΨ eine Abbildung, die die erste Bedingung

Ψ(g1 ×G g2) = Ψ(g1) ×H Ψ(g2) für alle g1, g2 Î G

erfüllt. Zeigen Sie, dassΨ dann ein Gruppenhomomorphismus ist, das heißt, zeigen Sie,dassΨ auch die anderen
beiden Bedinungen erfüllt.Hinweis:Starten Sie mit der dritten Bedingung!

(2) Finden Sie alle Gruppenendomorphismen von(Zn,+)! Wieviele davon sind Automorphismen?
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(3) Die Ordnung eines Gruppenelementsg ist das kleinsten Î N, sodassgn = 1. Seij ein Gruppenhomomorphismus.
SeienG undH endliche Gruppen, und seij : G ® H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass für jedes
gÎ G die Ordnung vong ein Vielfaches der Ordnung vonj(g) ist.

(4) Finden Sie das kleinstemÎ N, sodass die Gruppe(Z30,+) in die symmetrische GruppeSm einbettbar ist!
(5) Finden Sie eine 4-elementige Untergruppe derS4, die nicht isomorph zurZ4 ist.
(6) SeienG undH Gruppen, seih ein Homomorphismus vonG nachH. SeiA Trägermenge einer Untergruppe vonG.

Zeigen Sie, dassh(A) Trägermenge einer Untergruppe vonH ist.
(7) SeienG undH Gruppen, seih ein Homomorphismus vonG nachH. SeiB Trägermenge einer Untergruppe vonH.

Zeigen Sie, dassh-1(B) = {x Î G | h(x) Î B} Trägermenge einer Untergruppe vonG ist.
(8) Zeigen Sie, dass ein Homomorphismus, der die Eigenschaft

für alle x Î G : h(x) = 1H Þ x = 1G

erfüllt, injektiv ist.
(9) Seienn, mÎ N. Finden Sie alle Homomorphismen von(Zn,+) nach(Zm,+).

(10) Zeigen Sie, dass die Abbildungf : G® G, g# g-1 genau dann ein Homomorphismus ist, wennG abelsch ist.
(11) SeiG die Gruppe((Z2)

n,ø) mit der Verknüpfung

(x1, x2,¼, xn) ø (y1, y2,¼, yn) := (x1 Å y1, x2 Å y2,¼, xn Å yn),

wobeiÅ die Addition modulo 2 ist. SeiX eine Menge mitn Elementen, und seiP(X) die Potenzmenge vonX.
Zeigen Sie:

H := (P(X),D) ist eine Gruppe. (Finden Sie das Inverse zuY Í X, und das Einselement.)
Geben Sie einen Gruppenisomorphismus vonH nachG an!

DEFINITION 4.26. Die GruppeA heißteinbettbarin die GruppeG (geschrieben als
A É® G), wenn es einen Monomorphismus vonA nachG gibt.

Seij der Monomorphismus vonA nachG. Da das Bildj(A) = {j(a) | a Î A} Träger-
menge einer Untergruppe vonG ist, ist A dann sogar isomorph zu einer Untergruppe
vonG.

BEISPIEL 4.27. IstS3 einbettbar inS4 ? Wir betrachten folgende Abbildung:

j : S3 � S4
f S� j( f ),

wobeij( f ) definiert ist durch

j( f ) : {1, 2, 3, 4} � {1, 2, 3, 4}

x S� ; f (x) falls x £ 3
4 fallsx = 4.

Die Abbildungj ist ein Monomorphismus;S3 ist also einbettbar inS4.

BEISPIEL 4.28. Ist(Z4,+) in S4 einbettbar? Da

{id, I 1 2 3 4 M , I 1 3 M I 2 4 M , I 1 4 3 2 M}
Trägermenge einer Untergruppe vonS4 ist, die isomorph zur Gruppe(Z4,+) ist, gilt
(Z4,+) É® S4.

Der Satz von Cayley besagt, dass jede Gruppe in irgendeine GruppeSX einbettbar ist;
anders gesagt: jede Gruppe ist isomorph zu irgendeiner Untergruppe irgendeinerSX.

SATZ 4.29 (Satz von Cayley).SeiG = (G, ×,-1 , 1) eine Gruppe. Dann istG einbettbar
in (SG, ë,-1 , idG).
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Einen-elementige Gruppe ist also isomorph zu einer Untergruppe derSn.

Beweis:Sei

F : G® SG
g# F(g)

,

wobei

F(g) : G® G
x# g × x.

Wir zeigen nun einige Eigenschaften vonF:

(1) Für alle gÎ G istF(g) eine bijektive Abbildung von G nach G.Wir fixieren
gÎ G, und zeigen als erstes, dassF(g) injektiv ist. Dazu fixieren wirx, yÎ G
so, dassF(g)(x) = F(g)(y). Es gilt danng × x = g × y, daher auchg-1 × (g × x) =
g-1 × (g× y), und somitx = y. Um zu zeigen, dassF(g) surjektiv ist, fixieren wir
y Î G und suchen einx mit F(g)(x) = y. Wir finden diesesx alsx := g-1 × y.

(2) F ist injektiv.Seieng, hÎ G. Wir nehmen an, dassF(g) = F(h) gilt. Dann gilt
auchF(g)(1) = F(h)(1), alsog × 1 = h × 1. Daher giltg= h.

(3) F ist Homomorphismus.Dazu ist zu zeigen:

"g, hÎ G : F(g × h) = F(g) ë F(h)

Wir fixieren g, hÎ G und zeigen:

(4.1) "x Î G : F(g × h)(x) = (F(g) ë F(h))(x).

Wir fixieren x Î G und berechnen beide Seiten von (4.1). Die linke Seite
erhalten wir durch

F(g × h)(x) = (g × h) × x.

Die rechte Seite:

(F(g) ë F(h))(x) = F(g)(F(h)(x))

= F(g)(h × x)

= g × (h × x).

Daher istF ein Monomorphismus.à

BEISPIEL 4.30. Wir betten(Z3,+) in die GruppeS{[0]3,[1]3,[2]3}
ein.

[0]3 # j0, j0(x) = [0]3 + x, j0 = ([0]3)([1]3)([2]3) = ()
[1]3 # j1, j1(x) = [1]3 + x, j1 = ([0]3 [1]3 [2]3)
[2]3 # j2, j2(x) = [2]3 + x, j2 = ([0]3 [2]3 [1]3)
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5. Sätze von Lagrange und Fermat

SATZ 4.31. Sei H eine Trägermenge einer Untergruppe von(G, ×). Wir definieren auf
G eine Relation durch

x ~H y :Û x-1 × y Î H.

Dann ist~H eine Äquivalenzrelation. Außerdem gilt:

(1) x ~H yÛ x Î y × H = {y × h | h Î H};
(2) Die Äquivalenzklasse von y bezüglich~H ist die Menge y× H;
(3) Alle Äquivalenzklassen haben gleich Kardinalität, und dieKardinalität einer

solchen Klasse ist|H |.

Beweis:Wir zeigen zunächst, dass~H eine Äquivalenzrelation ist.

ê ~H ist reflexiv:Wir fixieren x Î G. Zu zeigen istx ~H x. Das gilt, fallsx-1 × x
in H liegt. DaH Trägermenge einer Untergruppe von(G, ×) ist, gilt 1Î H.
ê ~H ist symmetrisch:Wir fixieren x, y Î G mit x ~H y. Zu zeigen isty ~H x,

alsoy-1 × x Î H. Da x-1 × y Î H undH Trägermenge einer Untergruppe ist,
liegt auch(x-1 × y)-1 in H. Daher gilt auchy-1 × (x-1)-1 = y-1 × x Î H.
ê ~H ist transitiv:Wir fixieren x, y, zÎ G, sodassx ~H y undy ~H z. Zu zeigen

ist x ~H z. Dax-1 × y Î H undy-1 × z Î H, gilt auchx-1 × y × y-1 × z Î H, und
daherx-1 × zÎ H.

Nun zeigen wir die drei angegebenen Eigenschaften von~H :

(1) “Þ”: Sei x ~H y. Zu zeigen istx Î y × H. Dax ~H y, gilt x-1 × y Î H. Es gibt
alsoh Î H mit x-1 × y = h. Dann giltx-1 = h × y-1, und damit auchx = y × h-1.
Somit gilt x Î y × H. “Ü”: Sei h Î H so, dassx = y × h. Dann isty-1 × x = h,
somit gilty ~H x, und, da~H symmetrisch ist, gilt auchx ~H y.

(2) Seiy Î G. Wir suchen die Menge

[y]~ := {x Î G | x ~H y}.

Wegen Eigenschaft (1) ist diese Menge gegeben durch{x Î G | x ~H y} =
y × H. Die Menge[y]~ schreibt man oft auch alsy/~.

(3) Für alley Î G ist die Abbildung

Ψ : H � y × H
h S� y × h

bijektiv.

Die letzte Eigenschaft sagt, dass alle Äquivalenzklassen der Relation~H gleich viele
Elemente haben. Das ergibt folgende Konsequenz:

SATZ 4.32 (Satz von Lagrange).Sei H Trägermenge einer Untergruppe der endlichen
Gruppe(G, ×). Dann gilt: |H | teilt |G|.
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Die Anzahl der Elemente vonG heißt auchdie OrdnungvonG. Der Satz von Lagrange
sagt also, dass die Ordnung einer Untergruppe ein Teiler derOrdnung der Gruppe ist.

DEFINITION 4.33. SeiG eine Gruppe undgÎ G. Die kleinste Untergruppe vonG, die
g enthält, heißt die vong erzeugte Untergruppe. Wir kürzen die Trägermenge der von
g erzeugten Untergruppe mitXg\ ab.

Wie kannXg\ aussehen?

(1) Fall: Es gibt nÎ N mit gn = 1: Dann giltXg\ = {g1, g2,¼, gm = 1}, wobeim
das kleinstem Î N mit gm = 1 ist. Die Gruppe(Xg\, ×) ist dann isomorph zu
(Zm,+).

(2) Fall: Es gibt kein nÎ Nmit gn = 1: Dann giltXg\ = {¼, g-2, g-1, 1G, g, g2,¼}.
Die Gruppe(Xg\, ×) ist dann isomorph zu(Z,+).

Eine GruppeG die eing Î G besitzt, sodassXg\ = G, heißtzyklisch. Jede zyklische
Gruppe ist isomorph zu einem(Zm,+) (mÎ N), oder zu(Z,+).

DEFINITION 4.34. Sei(G, ×) eine Gruppe, und seig ein Element vonG. Mit ord (g)
(Ordnung von g) bezeichnen wir das kleinstem Î N, sodassgm = 1G, falls es ein
solchesm gibt; sonst schreiben wir ordg= ¥.

BEISPIEL 4.35. Wir berechnen die Ordnung zweier Elemente der Gruppe(Z5�{0}, ×).
Es gilt ord([2]5) = |Xg\| = |{2, 4, 3, 1}| = 4, und ord([4]5) = |{4, 1}| = 2.

SATZ 4.36 (Satz von Fermat).Sei (G, ×) eine endliche Gruppe und sei gÎ G. Dann
gilt:

(1) ord(g) teilt |G|;
(2) g|G| = 1G.

Beweis:(1) Die Gruppe(Xg\, ×) hat ord(g) Elemente. Nach dem Satz von Lagrange teilt
also ord(g) die Zahl |G|. (2) Aus der Definition von ord(g) erhalten wirgord(g) = 1G.

Daher gilt auchg|G| = (gord(g))
|G|

ord(g) = 1G. à

Der Satz von Fermat liefert auch ein Ergebnis aus der Zahlentheorie. FürZ*n := {[x]n | x Î
Z und ggT(x, n) = 1} hat die Gruppe(Z*n, ×) genauj(n) Elemente. Für jedes Elementa
dieser Gruppe gilt daheraj(n) = [1]n.

Für jede PermutationΠ Î Sn gilt: Πn! = id. Das hat Konsequenzen in der Kryptologie:
Eine VerschlüsselungsabbildungE ist oft eine Permutation einer endlichen Menge; es
gibt also einn Î N, sodassEn(x) = x. Kennt man alsoE(x) und die FunktionE, so
iteriert man die Anwendung vonE so lange, bis manEn+1(x) = E(x) erhält. Dann ist
En(x) der gesuchte Klartext (repeated encryption).
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6. Die Abzähltheorie von Pólya

PROBLEM 4.37. Auf wieviele Arten kann man die Ecken eines Quadrats mit dreiFar-
ben färben? Dabei sehen wir zwei Färbungen als gleich an, wenn man sie durch Dre-
hungen oder Spiegelungen des Quadrats ineinander überführen kann.

DEFINITION 4.38 (Gruppenoperation). Sei(G, ×) eine Gruppe undX eine Menge. Eine
Verknüpfung* : G´ X ® X heißt Gruppenoperation, falls gilt:

(1) Für alleΞ Î X : 1G * Ξ = Ξ;
(2) für alleg, hÎ G undΞ Î X : g* (h * Ξ) = (g × h) * Ξ.

Diese Gruppenoperationen geben uns eine Möglichkeit, ein mathematisches Modell
für das Färbeproblem zu finden. Eine Färbung ist eine Funktion von der Menge der
Ecken{1, 2, 3, 4} in die Menge der Farben{r, b, g}. Die Menge aller FärbungenX ergibt
sich also als:

X = 9 f : {1, 2, 3, 4} ® {r, b, g}=.
Jede Symmetrieoperation des Quadrats ist eine Permutationder vier Eckpunkte. Alle
Symmetrieoperationen erhalten wir aus folgendem Dialog mit GAP [GAP99]. Diese
Symmetriegruppe nennen wirD4.

gap> D4 := Group ((1,2,3,4), (1,2)(3,4));
Group([ (1,2,3,4), (1,2)(3,4) ])
gap> AsList (D4);
[ (), (2,4), (1,2)(3,4), (1,2,3,4), (1,3),

(1,3)(2,4), (1,4,3,2), (1,4)(2,3) ]
gap>

Zwei FärbungenΑ,Β sind gleich, wenn es eing aus der ”Symmetriegruppe” gibt, so-
dass für alle EckpunktezÎ {1, 2, 3, 4} gilt:

Β(g(z)) = Α(z).

Wir definieren nun eine Gruppenoperation vonD4 auf der MengeX der Färbungen:

* : G´ X � X
(g,Α) S� g* Α,

wobei
g* Α : {1, 2, 3, 4} � {1, 2, 3, 4}

z S� Α(g-1(z))
.

(Die näherliegende Definitiong* Α(z) := Α(g(z)) ergibt keine Gruppenoperation.)

DEFINITION 4.39. SeiG eine Gruppe,X eine Menge und* eine Gruppenoperation
von G auf X. Wir bezeichnenΞ undΗ in X alsG-äquivalent, falls es eing Î G gibt,
sodassΞ = g* Η. Wir schreiben dafürΞ »G Η.
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Es gilt also
Ξ »G Η :Û $gÎ G : g* Ξ = Η.

SATZ 4.40. Sei G eine Gruppe, X eine Menge und* eine Gruppenoperation von G auf
X. Dann gilt:

(1) »G ist eine Äquivalenzrelation.
(2) Für ein Ξ Î X ist die ÄquivalenzklasseΞ/»G = {Η Î X | Η »G Ξ} gegeben

durch
{Η Î X | Η »G Ξ} = {g* Ξ | gÎ G}.

G * Ξ := {g * Ξ | g Î G} heißt “Bahn” oder “Orbit” vonΞ unter der Operation von
G. Wenn wir also die nichtäquivalenten Färbungen des Quadrats zählen wollen, dann
müssen wir dieAnzahl der Bahnender Gruppenoperation vonD4 auf der Menge der
FärbungenX berechnen. Diese Anzahl der Bahnen erhalten wir aus folgendem Satz:

SATZ 4.41 (Frobenius-Burnside-Lemma).Sei G eine endliche Gruppe, sei X eine
Menge, und sei* eine Gruppenoperation von G auf X. Sei n die Anzahl der Bahnen
von G auf X. Dann gilt:

n =
1
|G|
×â

gÎG

|Fix (g)|,

wobeiFix (g) = {Ξ Î X | g* Ξ = Ξ}

BEISPIEL 4.42. Bevor wir diesen Satz beweisen, wenden wir ihn auf das Abzählpro-
blem an. Wir berechnen also Fix(g) für alle ElementegÎ G. Wir tun das zum Beispiel
für g = (1, 4, 3, 2). Eine FärbungΑ liegt in Fix (g), falls für alle z Î {1, 2, 3, 4} gilt:
Α(z) = Α(g(z)). Damit gilt: Α(1) = Α(4), Α(4) = Α(3), Α(3) = Α(2), Α(2) = Α(1). Also
liegen in Fix(g) alle Färbungen, die alle 4 Eckpunkte gleich färben. Das sind, bei drei
Farben, genau drei Stück. Fürg = (1, 2)(3, 4) liegen genau jene Färbungen in Fix(g),
die Α(1) = Α(2) undΑ(3) = Α(4) erfüllen. Das sind 3× 3 = 9 Stück. Fürg = (1, 3)
werden genau die Färbungen vong fixiert, bei denen 1 und 3 gleich gefärbt werden.
Das sind 27 Färbungen. Der Satz von Burnside-Frobenius ergibt also für die Anzahln
der Färbungen

n =
1
8
(34 + 33 + 32 + 31 + 33 + 32 + 31 + 32).

Es gibt also 21 verschiedene Färbungen.

BEISPIEL 4.43. Wir färben ein Sechseck mit den Farben rot und blau so, dass drei
Ecken rot und drei Ecken blau sind. Zwei Färbungen des Sechsecks seien gleich, wenn
sie durch Drehung ineinander übergeführt werden können. Wieviele Färbungen gibt
es?

Die MengeX aller Färbungen mit drei roten Ecken ist gegeben durch

X = {j | j : {1, 2,¼, 6} ® {r, b}, |g-1({r})| = 3, |g-1({b})| = 3}.
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Auf dieser MengeX operiert die GruppeG (Untergruppe derS6) durch

g* j(z) := j(g-1(z))

Wir suchen die Anzahl der Bahnen der GruppeGaufX. Nach dem Frobenius-Burnside-
Lemma erhalten wir für diese Anzahln = 1

|G| ÚgÎG |Fix (g)| mit Fix (g) = {j Î X |
g* j = j}.

Welche Permutationen auf{1, 2,¼, 6} liegen in der “Drehgruppe des Sechsecks”? Wir
finden die Drehungen:

G = {(), (123456), (135)(246), (14)(25)(36), (153)(264), (165432)}.

Wir erhalten die Tabelle:

|Fix (g)|
1´ () I63M = 20
2´ (123456) 0
2´ (135)(246) 2
1´ (14)(25)(36) 0

Die Anzahl der Bahnen ergibt sich alsn = 1
6 × (20+ 2 × 2) = 4.

BEISPIEL 4.44. Wieviele verschiedene Färbungen eines Sechsecks gibt es, wenn wir
zwei Färbungen als gleich betrachten, wenn sie durch Spiegelungen und Drehungen
des Sechsecks ineinander übergehen? Wieder sollen drei Eckpunkte rot und drei blau
sein. Wir erhalten folgende Tabelle:

() I63M = 20
(26)(35)(1)(4) 4
(13)(46)(2)(5) 4
(15)(24)(3)(6) 4
4´ 9 (12)(36)(45) 0
2´ 9 (123456) 0
2´ 9 (135)(246) 2

Wir bekommen nun für die Anzahln der Bahnenn = 1
12 × (20+ 12+ 4) = 3.

Beweis von Satz 4.41:Wir zählen die Elemente der MengeF auf zwei Arten, wobei

F := {(g,Ξ) | gÎ G,Ξ Î X, g* Ξ = Ξ}.

Wir erhalten
|F | =â

gÎG

|{Ξ Î X : g* Ξ = Ξ}| =â
gÎG

|Fix (g)|

und
|F | =â

ΞÎX

|{gÎ G : g* Ξ = Ξ}|.
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Die Menge{g | g* Ξ = Ξ} heißtStabilisator vonΞ. Wir schreiben dafür auch StabG(Ξ).
Wir zeigen zunächst, dass für alleΞ Î X gilt:

(4.2) |G * Ξ| = |{g* Ξ : gÎ G}| = Größe des Orbits vonΞ =
|G|

|StabG(Ξ)|

Die AbbildungΦ : G® G * Ξ, g# g* Ξ ist surjektiv. Außerdem giltΦ(g) = Φ(h), falls
g* Ξ = h * Ξ. Das gilt genau dann, wenng-1 × h Î StabG(Ξ). Nun istS := StabG(Ξ) eine
Untergruppe vonG. Die GleichheitΦ(g) = Φ(h) gilt also genau dann, wenng-1 × h Î S.
Jedes Element inG * Ξ hat also genau|S| Urbilder unterΦ, und es gilt:

|S| × |G * Ξ| = |G|.

Wir bekommen also:

â
ΞÎX

|{gÎ G : g* Ξ = Ξ}| =â
ΞÎX

|StabG(Ξ)|

=â
ΞÎX

|G|
|G * Ξ|

.

Wir wählen nun Repräsentanten für die Orbits. Wir wählen also Ξ1, Ξ2,¼, Ξn so, dass
G * Ξi ÈG * Ξ j = Æ, undG * Ξ1ÇG * Ξ2Çµ ÇG * Ξn = X. Alle ElementeΗ in G * Ξ1
erfüllenG * Η = G * Ξ1. Wir verwenden diese Eigenschaft, und rechnen:

â
ΞÎX

|G|
|G * Ξ|

=
n

â
j=1

|G * Ξ j | ×
|G|
|G * Ξ j |

= n × |G|.

Die Anzahl der Elemente vonF ist alson × |G|. Wir erhalten also:

â
gÎG

|Fix (g)| = |G| × n.

à.

ÜBUNGSAUFGABEN 4.45.

(1) Wir färben die Ecken eines regelmäßigen Fünfecks mit denFarben rot, blau, und gelb.
(a) Wieviele Möglichkeiten gibt es, die Ecken zu färben, wenn wir zwei Färbungen als gleich ansehen, wenn sie

durch eine Drehung des Fünfecks ineinander übergeführt werden können?
(b) Wieviele Möglichkeiten gibt es, die Ecken zu färben, wenn wir zwei Färbungen als gleich ansehen, wenn sie

durch Drehungen und eine Spiegelungen des Fünfecks ineinander übergeführt werden können. (Hinweis: es
gibt jetzt 10 Symmetrieoperationen.)

(2) Wir färben Flächen eines Würfels.
(a) Wieviele verschiedene Färbungen gibt es, wenn wir zwei Farben nehmen und zwei Färbungen als gleich be-

trachten, wenn sie durch eine Symmetrieoperation des Würfels ineinander übergeführt werden können. Dabei
operiert auf den Flächen{1, 2, 3, 4, 5, 6} des Würfels die Untergruppe derS6, die von(4, 2, 3, 5), (1, 2,6, 5), (3, 1,4, 6)
erzeugt wird. Ihre Elemente entnehmen Sie dem folgenden Dialog mit GAP (steht für Groups - Algorithms
-Programming, ein in Aachen und St. Andrews entwickeltes, im wesentlichen frei verfügbares Gruppentheo-
riesystem [GAP99]):
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gap> G := Group ((4,2,3,5), (1,2,6,5), (3,1,4,6));
Group([ (2,3,5,4), (1,2,6,5), (1,4,6,3) ])
gap> Size (G);
24
gap> AsList (G);
[ (), (2,3,5,4), (2,4,5,3), (2,5)(3,4), (1,2)(3,4)(5,6), (1,2,3)(4,6,5),

(1,2,4)(3,6,5), (1,2,6,5), (1,3,2)(4,5,6), (1,3,6,4), (1,3)(2,5)(4,6),
(1,3,5)(2,6,4), (1,4,2)(3,5,6), (1,4,6,3), (1,4)(2,5)(3,6),
(1,4,5)(2,6,3),
(1,5,6,2), (1,5,4)(2,3,6), (1,5,3)(2,4,6), (1,5)(2,6)(3,4), (1,6)(3,4),
(1,6)(2,3)(4,5), (1,6)(2,4)(3,5), (1,6)(2,5) ]

(b) Wieviele verschiedene Färbungen gibt es mit 3, wievielemit n Farben?
(3) Auf wieviele verschiedene Arten können Sie die Ecken eines Quadrats mit drei Farben färben, wenn jede Farbe

wirklich vorkommen soll? Dabei sind zwei Färbungen gleich,wenn sie durch eine Symmetrieoperation des Quadrats
ineinander übergeführt werden können.

gap> G := Group ((1,2,3,4), (1,2) (3,4));’
Group([ (1,2,3,4), (1,2)(3,4) ])
gap> Size (G);
8
gap> AsList (G);
[ (), (2,4), (1,2)(3,4), (1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,4), (1,4,3,2), (1,4)(2,3) ]

(4) Auf wieviele verschiedene Arten können Sie die Ecken eines Quadrats mit drei Farben färben, wenn zwei Färbungen
dann als gleich angesehen werden, wenn sie durch Vertauschung der Farben ineinander übergeführt werden können?
Das Quadrat dürfen wir dabei nicht bewegen. Außerdem müssenbei einer Färbung nicht alle 3 Farben vorkommen.
Hinweis:Sie brauchen eine neue Gruppenoperation. Es operiert jetztdie S3 auf den Färbungen. Aber wie?

gap> G := Group ((1,2), (1,2,3));
Group([ (1,2), (1,2,3) ])
gap> AsList (G);
[ (), (2,3), (1,2), (1,2,3), (1,3,2), (1,3) ]

7. Kongruenzrelationen auf Gruppen

DEFINITION 4.46. Sei(G,ë) eine Gruppe, und sei~ eine Relation aufG. Diese Rela-
tion ~ ist kompatibelmit ë, wenn für alleg1, g2, h1, h2 Î G mit g1 ~ g2 undh1 ~ h2
auch

g1 ë h1 ~ g2 ë h2

gilt. Eine Äquivalenzrelation aufG, die kompatibel mitë ist, heißtKongruenzrelation
von (G,ë).

Beispiel: Auf der Gruppe(Z,+) ist die Relation~, die durch

x ~ y :Û 5 teilt x- y

definiert ist, eine Kongruenzrelation.

ÜBUNGSAUFGABEN 4.47.

(1) Sei (G,ë) eine Gruppe, und sei~ eine Kongruenzrelation auf(G,ë). Seiena, b Î G so, dassa ~ b. Zeigen Sie
a-1 ~ b-1.
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SATZ UND DEFINITION 4.48. SeiG = (G, ×, i, 1) eine Gruppe undΑ eine Kongruenz-
relation vonG. Wir definieren nun Verknüpfungen auf der Faktormenge G/Α durch

(g1/Α) ë (g2/Α) := (g1 × g2)/Α

und
i¢(g1/Α) := i(g1)/Α.

Dann sindë und i¢ wohldefiniert. Außerdem ist(G/Α, ë, i¢, 1/Α) eine Gruppe, dieFak-
torgruppevonG nachΑ.

Wir beschreiben jetzt alle Kongruenzrelationen auf einer Gruppe.

DEFINITION 4.49. SeiG eine Gruppe, und seiN Í G. N ist einNormalteilervonG,
wennN Trägermenge einer Untergruppe vonG ist, und für alleg Î G und für alle
n Î N auchg-1 × n × gÎ N liegt.

BEISPIELE 4.50.

ê SeiG = (Z,+), N = {5 × z | zÎ Z}. Dann istN ein Normalteiler von(Z,+).
ê Sei(G, ×) abelsch. Dann ist jede Trägermenge einer Untergruppe ein Normal-

teiler vonG.
ê In S3 sind folgende Untergruppen Normalteiler: Es gilt(132) ë (12) ë (123) =
(13), daher ist die Menge{(), (12)} kein Normalteiler.

SATZ 4.51. Sei(G, ×) eine Gruppe, und sei~ eine Relation auf G. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(1) Die Relation~ ist eine Kongruenzrelation auf G.
(2) Es gibt einen Normalteiler N von(G, ×), sodass für alle x, yÎ G gilt : x ~

yÛ x-1 × y Î N.

Beweis:Wir zeigen zunächst die Implikation (1)Þ (2):

Wir fixieren eine Kongruenzrelation~ auf G. Wir behaupten, dass

N := {x Î G | x ~ 1G}

ein Normalteiler ist, und dass die Bedingung

(4.3) x ~ yÛ x-1 × y Î N

erfüllt ist. Zunächst zeigen wir, dassN Trägermenge einer Untergruppe von(G, ×) ist.
Wir fixieren x, y Î N und zeigenx-1 Î N. Wir wissen, dassx ~ 1G gilt. Da ~ eine
Kongruenzrelation ist, gilt auchx-1 × x ~ x-1 × 1G. Daher gilt 1G ~ x-1 und somit auch
x-1 Î N. Nun zeigen wir, dass auchx × y Î N liegt. Wir wissenx ~ 1G undy ~ 1G; also
gilt x × y ~ 1G × 1G = 1G, und daher liegtx × y in N.

Um zu zeigen, dassN ein Normalteiler von(G, ×) ist, fixieren wirg Î G und n Î N
und zeigeng-1 × n × g Î N. Das Elementg-1 × n × g liegt in N, falls g-1 × n × g ~ 1G gilt.
Wir wissen, dassn ~ 1G gilt. Daher giltg-1 × n ~ g-1 undg-1 × n × g~ 1G.
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Nun zeigen wir, dass die Eigenschaft (4.3) ebenfalls erfüllt ist: wir zeigen zuerst die
Implikation “Þ”. Wir fixieren x, yÎ G mit x ~ y. Dann gilt auchx-1 × x ~ x-1 × y, und
somit liegtx-1 × y in N. Für “Ü” fixieren wir x, y Î G mit x-1 × y Î N. Es gilt dann
x-1 × y ~ 1G, und daher auchx × x-1 × y ~ x × 1G, und somity ~ x.

Jetzt zeigen wir die Implikation (2)Þ (1): SeiN ein Normalteiler vonG und~ definiert
durch

x ~ yÛ x-1 × y Î N.

Wir müssen zeigen, dass~ eine Kongruenzrelation ist. Dazu fixieren wirx1, x2, y1, y2 Î
G mit x1 ~ x2 undy1 ~ y2. Zu zeigen istx1 × y1 ~ x2 × y2, d.h.,

(x1 × y1)
-1 × x2 × y2 Î N,

also

y-1
1 × x

-1
1 × x2 × y2 Î N.

Wir haben einn Î N, sodassx-1
1 × x2 = n. Dann ergibt sich

y-1
1 × x

-1
1 × x2 × y2 = y-1

1 × n × y2

= y-1
1 × n × y1 × y

-1
1 × y2.

Der letzte Ausdruck liegt inN.

Wenn(G, ×) eine Gruppe undN ein Normalteiler von(G, ×) ist, dann ist~N:= {(x, y) Î
G´G | x-1 × y Î N} eine Kongruenzrelation von(G, ×). Die Faktorgruppe(G/~N, ë)mit
(g ×N) ë (h ×N) := (g × h) ×N schreibt man auch einfach alsG/N. Die GruppeG/N heißt
Faktorgruppevon G moduloN.

SATZ 4.52. Seien(G, ×) und(H, ×) Gruppen und seij : G® H ein Homomorphismus.
Dann istKer(j) = {x | j(x) = 1H} ein Normalteiler von G. Außerdem gilt für alle
x, yÎ G, dass x-1 × y genau dann inKer(j) liegt, fallsj(x) = j(y).

Für einen Gruppenhomomorphismusj von (G, ×) nach(H, ×) bezeichnen wir mit Im(j)
die Menge{j(g) | g Î G}. Die Menge Im(j) ist dann Trägermenge einer Untergruppe
von (H, ×), und es gilt folgender Satz:

SATZ 4.53. Seien(G, ×) und(H, ×) Gruppen und seij : G® H ein Homomorphismus.
Dann ist die Gruppe(Im(j), ×) isomorph zur Faktorgruppe G/Ker(j).

SATZ 4.54 (Satz von Sylow – 1. Teil).Sei p eine Primzahl, sei aÎ N, und sei mÎ N
so, dassggT(p, m) = 1. Sei G eine Gruppe mit pa × m Elementen. Dann hat G eine
Untergruppe mit pa Elementen.

Für den Beweis, siehe z.B. [Rob03].
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8. Direkte Produkte von Gruppen

Man kann für zwei GruppenG,H ihr direktes Produktdefinieren. Dieses Produkt hat
als TrägermengeG ´ H, die Operationen werden komponentenweise ausgeführt. Die
folgende Definition ist allgemeiner:

SATZ UND DEFINITION 4.55. Sei I eine nichtleere Menge, und für jedes iÎ I sei
Gi eine Gruppe. Dann definieren wirÕXGi | i Î I \ als eine algebraische Struktur
mit TrägermengeÕiÎI Gi. Seien a= Xai | i Î I \ und b = Xbi | i Î I \ Î ÕiÎI Gi. Wir
definieren aë b := Xai ëGi

bi | i Î I \ und a-1 := Xa-1
i | i Î I \. Dann istÕXGi | i Î I \ :=

(ÕiÎI Gi, ë,
-1, X1Gi

| i Î I \) eine Gruppe, dasdirekte Produkt derGi.





KAPITEL 5

Abelsche Gruppen

1. Erzeugen von Untergruppen

DEFINITION 5.1. SeiG = (G, ×) eine Gruppe, und seiT Í G. Die von T erzeug-
te Untergruppevon G ist die Untergruppe vonG, deren Trägermenge durchH :=
È{U |T Í U Í G,U ist Subuniversum vonG} gegeben ist.

SATZ 5.2. SeiA = (A,+) eine abelsche Gruppe, und seien t1,¼, tn Î A. Dann ist
die Trägermenge H der von{t1,¼, tn} erzeugten Untergruppe vonA gegeben durch
H := {z1 * t1 +µ + zn * tn | z1,¼, zn Î Z}.

DEFINITION 5.3. Eine GruppeG heißtendlich erzeugt, wenn es eine endliche Teil-
mengeT vonG gibt, sodass die vonT erzeugte Untergruppe vonG die gesamte Grup-
peG ist.

2. Die Charakterisierung endlich erzeugter abelscher Gruppen

SATZ 5.4 ([Pil84, Satz 15.5]).Für jede endlich erzeugte abelsche GruppeG gibt es
natürliche Zahlen k, rÎ N0, t1,¼, tk Î N und Primzahlen p1,¼, pk (nicht notwendi-
gerweise verschieden), sodassG @ Zp1

t1 ´ × × × ´Zpk
tk ´Zr .

LEMMA 5.5. Sei G eine abelsche Gruppe, sei kÎ N, seien g1,¼, gk Î G, und seien
n1, . . . , nk Î Z. Wir nehmen an, dassggT(n1, . . . , nk) = 1. Dann gibt es h1,¼, hk Î G,
sodass

h1 =
k

â
i=1

ni * gi,

und

Yg1,¼, gk] = Yh1,¼, hk] .
Beweis:Wir zeigen durch Induktion, dass für allen Î N die AussageA(n) gilt, die so
definiert ist:

Für allen1,¼, nk Î Z, sodass ggT(n1, . . . , nk) = 1 undÚk
i=1 |ni | =

n, und für alleg1, . . . , gk Î G gibt esh1, . . . , hk Î G sodassh1 =Úk
i=1 ni * gi undYg1,¼, gk] = Yh1,¼, hk].
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A(1) ist unmittelbar klar. Wir fixieren nunn ³ 2 und nehmen an,A(i) gilt für alle
i Î N mit i < n . Seienn1,¼, nk Î Z. Wir nehmen an, dass ggT(n1, . . . , nk) = 1 und
Úk

i=1 |ni | = n. Seieng1,¼, gk Î G. Da ggT(n1, . . . , nk) = 1 undÚk
i=1 |ni | ³ 2, sind

zumindest zweini ¹ 0. Seiena, bÎ {1,¼, k} so, dassa ¹ b und |na| ³ |nb| > 0. Wir
setzen nun

h1 :=
k

â
i=1

ni * gi.

Es gilt

h1 =
k

â
i=1

|ni | * (sgn(ni) * gi).

Wir setzeng¢i := sgn(ni) * gi für i = 1,¼, k. Es gilt also

h1 = |na| * g¢a + |nb| * g¢b + â
iÎ{1,¼,k}�{a,b}

|ni | * g¢i.

Somit gilt

h1 = (|na| - |nb|) * g¢a + |nb| * (g
¢
a + g¢b) + â

iÎ{1,¼,k}�{a,b}

|ni | * g¢i.

Da |na| - |nb| + |nb| < |na| + |nb|, gibt es nach Induktionsvoraussetzungh2,¼, hk Î G,
sodass

Y{g¢a, g¢a + g¢b} Ç {g
¢
i | i Î {1,¼, k} � {a, b}}] = Yh1,¼, hk] .

Es gilt

(5.1) Y{g¢a, g¢a + g¢b} Ç {g
¢
i | i Î {1,¼, k} � {a, b}}]
� Y{g¢a, g¢b} Ç {g

¢
i | i Î {1,¼, k} � {a, b}}]

= Yg¢1, g¢2,¼, g¢k]
= Yg1, g2,¼, gk] .

Somit haben wir die gewünschtenh1,¼, hk gefunden.à

Beweis von Satz 5.4:Wir wählen eink in N, sodassG durchk Elemente erzeugbar ist,
und definieren

E := {(g1,¼, gk) Î Gk | Yg1,¼, gk] = G}.

Jedem(g1,¼, gk) Î Gk sei das Tupel(ordg1,¼, ordgk) Î (N Ç {¥})
k zugeordnet.

Wir ordnen(N Ç {¥})k lexikographisch, und wählen ein(a1,¼, ak) Î Gk, für das das
zugeordnete Tupel minimal ist. Seil Î {0,¼, k} so, dass ordal+1 = × × × = ordak = ¥
und orda1, . . . ,ordal Î N. Wir zeigen nun, dass die GruppeG isomorph zur Gruppe
H ist, wobei

H := Zorda1
´Zorda2

´ × × × ´Zordal
´Zk-l .
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Dazu betrachten wir die Abbildung

j : Zk � G
(z1, . . . , zk) S� Úk

i=1 zi * ai.

Wir sehen leicht, dassj ein Homomorphismus und surjektiv ist. Wir bestimmen nun
den Kern vonj. Offensichtlich gilt

(5.2) (orda1)Z ´ (orda2)Z ´ × × × ´ (ordal )Z ´ {0}
k-l Í Ker(j).

Wir zeigen nun, dass in (5.2) sogar Gleichheit gilt. Nehmen wir an, es gibt ein Element
in Ker(j), das nicht in der linken Seite von (5.2) liegt. Dann gibt es auch ein Element
(z1,¼, zk) Î Z

k � {(0, . . . ,0)}, sodass 0£ zj < orda j für alle j Î {1, . . . , l} und
(z1,¼, zk) Î Ker(j). Es gilt also

k

â
i=1

zi * ai = 0.

Sei j Î {1,¼, k}minimal, sodasszj ¹ 0. Wir definierenz := ggT(z1,¼, zk). Dann gilt

z* (
k

â
i= j

zi

z
* ai) = 0.

Da ggT( z1
z , . . . , zk

z ) = 1, gibt es nach Lemma 5.5b j ,¼, bk Î G, sodass

b j =
k

â
i= j

zi

z
* ai

undYb j , . . . , bk] = Ya j , . . . , ak]. Daher gilt

Ya1, . . . , aj-1, aj, . . . , ak] = Ya1, . . . , aj-1, bj, . . . , bk] .
Wegenz* b j = 0 gilt ordb j £ z£ zj < orda j ; daher ist das Tupel

(orda1, . . . ,orda j-1, ordb j , . . . ,ordbk)

lexikographisch kleiner als das Tupel

(orda1, . . . ,orda j-1, orda j , . . . ,ordak);

das ist ein Widerspruch zur Wahl vona1,¼, ak. Daher muss in (5.2) Gleichheit gelten.

Wegen des Homomorphiesatzes istG isomorph zuZk/Ker(j), es gilt also

G @ Zk/ I(orda1)Z ´ (orda2)Z ´ × × × ´ (ordal )Z ´ {0}
k-l M.

Nun gilt für den EpimorphismusΨ : Zk ® Zorda1
´ µ ´ Zordal

´ Zk-l ,
(x1,¼, xk, xk+1,¼, xl ) # ([x1]a1

,¼, [xk]ak
, xk+1,¼, xl ), dass Ker(j) = Ker(Ψ). Also ist

G auch isomorph zu Im(Ψ), und somit gilt

(5.3) G @ Zorda1
´µ ´Zordal

´Zk-l .
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Sei orda1 = q
Α1
1 µq

Αs
s , wobei alleqi verschiedene Primzahlen sind. Da für relativ prime

a, bÎ Z gilt, dassZab isomorph zuZa´Zb ist, istZordaj
isomorph zuÕs

i=1Zq
Αi
i
. Folg-

lich gewinnt man aus (5.3) die gewünschte Zerlegung vonG in ein Produkt zyklischer
Gruppen von Primzahlpotenzordnung und Kopien vonZ. à

Die Darstellung einer endlich erzeugten abelschen Gruppe als direktes Produkt von
zyklischen Gruppen von Primzahlpotenzordnung und von Kopien vonZ ist eindeutig.

SATZ 5.6. Seien k, l, r, sÎ N0, t1,¼, tk Î N, u1,¼, ul Î N, seien p1, . . . , pk (nicht not-
wendigerweise verschiedene) Primzahlen, und seien q1,¼, ql (nicht notwendigerweise
verschiedene Primzahlen). Seien

G := Zp1
t1 ´ × × × ´Zpk

tk ´Zr

H := Zq1
u1 ´ × × × ´Zql

ul ´Zs.

Wir nehmen an, dass
G @ H .

Außerdem nehmen wir an, dass die Faktoren in folgender Weisegeordnet sind: Für
alle i, j Î {1, . . . , k} mit i £ j gilt p i > p j oder (pi = p j und ti ³ t j), und für alle
i, j Î {1, . . . , l}mit i £ j gilt q i > q j oder (qi = q j und si ³ sj).

Dann gilt r = s, k= l, und für alle iÎ {1, . . . , k}: pi = qi.



KAPITEL 6

Ausgewählte Kapitel der Diskreten Mathematik

1. Graphen

DEFINITION 6.1. EinGraphist ein Tripel(V, E, I), wobeiV, E endliche Mengen sind,
V ¹ Æ, I Í V ´ E, und für alleeÎ E die Menge{v Î V | (v, e) Î I } zweielementig ist.
Die Elemente ausV sind dieKnoten, die Elemente ausE dieKantendes Graphen.

Falls (v, e) Î I , dann sagen wir, dass die Kantee mit dem Knotenv inzidiert. Falls
x, y Î V so sind, dass es eine Î E gibt, sodass(x, e) Î I und (y, e) Î I , dann sagen
wir, dasse zwischen x und y verläuft.

DEFINITION 6.2. Ein Graph heißteinfach, wenn zwischen zwei Knoten immer höch-
stens eine Kante verläuft.

Die hier verwendete Definition eines Graphen lässt keine Schleifen, also Kanten mit
dem gleichen Anfangs- und Endpunkt zu.

DEFINITION 6.3. Sei(V, E, I) ein Graph, und seiv ein Knoten des Graphen. Dann ist
derGrad vonv definiert als die Anzahl der Kanten, die mitv inzidieren.

ÜBUNGSAUFGABEN 6.4.

(1) Sei(V, E, I) ein Graph. Zeigen Sie:

|I | =â
vÎV

Grad(v).

(2) Sei(V, E, I) ein Graph. Zeigen Sie:
|I | = 2 × |E|.

(3) Zeigen Sie, dass ein Graph eine gerade Anzahl von Knoten ungeraden Grades hat.
(4) Geben Sie eine Definition von Graphen, die Schleifen zulässt. Definieren Sie den Grad eines Knoten so, dass
ÚvÎV Grad(v) das Doppelte der Kantenanzahl ist.

(5) Geben Sie eine Definition von Graphen, die Schleifen zulässt, und die es erlaubt, dass zwischen zwei Knoten mehr
als eine Kante verläuft. Definieren Sie den Grad eines Knotenso, dassÚvÎV Grad(v) das Doppelte der Kantenanzahl
ist.

2. Eulersche Wege

DEFINITION 6.5. Seik Î N0. Eine Folge(x0, e1, x1, e2, x2,¼, ek, xk) von Knoten und
Kanten eines Graphen heißtVerbindung der Länge k, wenn allexi Knoten und alleek
Kanten des Graphen sind, und außerdem für allei Î {1, 2,¼, k} die Knotenxi-1 undxi
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genau die Knoten sind, die mitei inzidieren. Eine Verbindung heißtWeg, wenn alleei
voneinander verschieden sind. Ein Weg istgeschlossen, wennxk = x0.

DEFINITION 6.6. Zwei Knoten eines Graphen sindverbunden, wenn es eine Verbin-
dung mit Anfangx0 und Endexk gibt. Die Relation “verbunden sein” ist eine Äqui-
valenzrelation auf den Knoten. Ihre Äquivalenzklassen heißenZusammenhangskom-
ponentendes Graphen. Ein Graph mit nur einer Zusammenhangskomponente heißt
zusammenhängend.

DEFINITION 6.7. Ein geschlossener Weg in einem Graphen heißtEulerscher Kreis,
wenn er jede Kante des Graphen genau einmal enthält.

Der Name kommt daher, dass sich Euler überlegt hat, ob es einen Spaziergang über die
sieben Brücken Königsbergs gibt, bei dem man über jede Brücke genau einmal geht.

SATZ 6.8. Ein Graph enthält genau dann einen Eulerschen Kreis, wenn nur höchstens
eine Zusammenhangskomponente Kanten enthält, und jeder Knoten geraden Grad hat.

Beweis:Wir zeigen zunächst, dass die Bedingung, dass jeder Knoten geraden Grad
hat, notwendig ist. Seik die Länge des Weges, seiv ein Knoten, und sei

I (v) := {i Î {0,¼, k- 1} | xi = v}.

Dann inzidiertv mit allen Kanten in{ei | i Î I (v)} Ç {ei+1 | i Î I (v)}. Der Knotenv
inzidiert nur mit Kanten in dieser Menge: Wennv mit einer Kantee inzidiert, muss
e irgendwo im Eulerschen Kreis vorkommen, und somit gleich irgendeinemei sein.
Dann ist aber entwederxi-1 oderxi gleichv. Außerdem sind füri, j Î I (v)mit i ¹ j die
Mengen{ei, ei+1} und{ej , ej+1} disjunkt: wennei = ej+1, dann gilt auchi = j +1. Somit
ist xjeixi ein Teil des Kreises. Daxi = xj = v, inzidiertei nur mit v – ein Widerspruch
zur Schleifenfreiheit des Graphen. Somit inzidiertv mit einer geraden Anzahl von
Knoten.

Da ein Eulerscher Kreis nur Knoten der gleichen Zusammenhangskomponente enthält,
müssen alle Kanten zwischen Knoten in der gleichen Zusammenhangskomponente
verlaufen.

Wir zeigen nun, dass die Bedingung, dass jeder Knoten geraden Grad hat, hinreichend
ist. Wir gehen mit Induktion nach der Anzahl der Kanten vor. Wenn der Graph keine
Kanten enthält, so wählen wir einen Knotenv. Die Folge(v) ist ein Eulerscher Kreis
der Länge 0. Wenn der Graph eine Kantee1 enthält, so seienx0 undx1 die mit e1 in-
zidierenden Knoten, sodassx0e1x1 ein Weg ist. Wir verlängern diesen Weg, bis wieder
nicht mehr weiter können. Da alle Knoten geraden Grad haben,kann das erst passieren,
wenn wir eink mit xk = x0 gefunden haben. Wir haben also einen Wegx0e1x1¼ekxk
mit k Î N gefunden. Wir bilden nun einen neuen GraphenG¢, indem wir ausG die
Kantene1,¼, ek entfernen. Jeder Knoten vonG¢ hat geraden Grad. Wir können nach
Induktionsvoraussetzung in jeder Zusammenhangskomponente Z von G¢, die zumin-
dest eine Kante enthält, einen Eulerschen KreisC(Z) finden. Jede dieser Komponenten
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enthält zumindest einxi, und dann auch eine damit inzidierende Kante. Also können
wir jeden KreisC(Z) an den Kreisx0e1µxk anhängen.à

3. Planare Graphen

DEFINITION 6.9. Ein Graph istplanar, wenn er sich inR2 “überschneidungsfrei zeich-
nen lässt”.

DEFINITION 6.10. Ein ebener Graph ist ein Paar(G, Z), wobeiG ein planarer Graph
undZ eine überschneidungsfreie Zeichnung vonG in R2 ist.

SATZ 6.11 (Euler).Sei G ein zusammenhängender, ebener Graph mit v Knoten und e
Kanten, der die Ebene in f Flächen unterteilt. Dann gilt

v- e+ f = 2.

Beweisskizze:Wir zeigen, dass für jeden ebenen Graphen mitz Zusammenhangskom-
ponenten die Gleichungv- e+ f = 1+ zgilt. Das kann man durch Induktion nach der
Kantenanzahl zeigen.à

SATZ 6.12. Sei G ein einfacher planarer Graph. Dann hat G einen Knoten, dessen
Grad höchstens5 ist.

Beweis:([AZ98]) Wir fixieren eine überschneidungsfreie Zeichnung des Graphen und
bezeichnen mitv, eund f die Anzahl der Knoten, Kanten, beziehungsweise Flächen
dieser Zeichnung. Wir nehmen an, dassv ³ 3 und dassG zusammenhängend ist. Wir
bilden die Menge

F = {(x, y, a) | x Î V, yÎ V, von x nachy verläuft eine Kante vonV,

a ist die Fläche, die rechts vonxy liegt,

wenn man vonx nachy geht.}

Für jede Flächea definieren wir die Menge ihrer Begrenzungsseiten als

{(x, y) Î V2 | (x, y, a) Î F}.

Für jedesi Î N sei fi die Anzahl der Flächen mit genaui Begrenzungsseiten. Es gilt

f =â
iÎN

fi,

|F | = 2e,

und
|F | =â

iÎN

fi × i.

DaG einfach und zusammenhängend ist, giltf1 = f2 = 0, und somit

2e- 3 f ³ 0.
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Für jedesi Î N sei vi die Anzahl der Knoten vom Gradi. Für die InzidenzrelationI
zwischen Knoten und Kanten gilt

|I | = 2e

und
|I | =â

iÎN

vi × i.

Ausserdem gilt

â
iÎN

vi = v.

Wenn wir annehmen, dass alle Knoten Grad³ 6 haben, so giltv1 = v2 =µ = v5 = 0.
Also gilt 2e- 6v ³ 0. Also gilt (2e- 6v) + 2(2e- 3 f ) ³ 0, somit-6v + 6e- 6 f
v- e+ f £ 0 im Widerspruch zur Eulerschen Flächenformel.à

ÜBUNGSAUFGABEN 6.13.

(1) [AZ98, p.59] SeiG ein einfacher planarer Graph mitv ³ 3 Knoten undeKanten. Dann gilte£ 3v- 6.
(2) [AZ98, p.59] Zeigen Sie, dass die GraphenK5 (der vollständige Graph mit 5 Knoten) undK3,3 (der vollständige

bipartite Graph mit 2 mal 3 Knoten) nicht planar sind.

SATZ 6.14. Sei G ein einfacher planarer Graph. Dann kann man die Knoten von G so
mit 6 Farben färben, dass keine zwei Knoten, zwischen denen eine Kante verläuft, die
gleiche Farbe haben.

Es reichen sogar 4 (statt 6) Farben (Vierfarbensatz).

4. Der Satz von Ramsey

SATZ 6.15 (Satz von Ramsey).Seien p, t, nÎ N. Dann gibt es eine Zahl NÎ N, sodass
folgendes erfüllt ist:

Sei X eine Menge mit N Elementen. Wir färben jede p-elementige
Teilmenge von X mit einer von t Farben. Dann gibt es eine Menge
Y Í X mit n Elementen, sodass alle p-elementigen Teilmengen von
Y die gleiche Farbe haben.

Für eine MengeX und eine Zahlp Î N bezeichnen wir mitI X
p M die Menge allerp-

elementigen Teilmengen vonX. Dann kann man Satz 6.15 auch so formulieren:

SATZ 6.16. Seien p, t, nÎ N. Dann gibt es eine Zahl NÎ N, sodass folgendes erfüllt
ist:

Für alle Mengen X mit|X| = N und für alle Funktionen c: I Xp M ®
{1, 2,¼, t} gibt es eine Menge YÍ X mit n Elementen, sodass c auf
I Yp M konstant ist.
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Das kleinsteN, für das die Aussage erfüllt ist, bezeichnen wir mitr(p, t, n) (Ramsey-
Zahl). Dabei bezeichnen wir eine Funktionf : A® B als konstant, wenn"a1, a2 Î A :
f (a1) = f (a2) gilt; somit ist für jedesB jede Funktionf : Æ ® B konstant.

Wir betrachten Spezialfälle:

ê p = 1, n = 2: Es gibt einN, sodass für jede MengeX mit N Elementen
folgendes gilt: Wenn man die Elemente vonX in t Klassen aufteilt, so gibt es
zwei Elemente, die in der gleichen Klasse liegen. Daraus sehen wirr(1, t,2) =
t + 1. (Schubfachprinzip)

ÜBUNGSAUFGABEN 6.17.

(1) Berechnen Sier(1, t, n) für alle t, n Î N.

Weitere Spezialfälle:

ê p = 2, t = 2, n= 3: Man weiß, dassr(2, 2, 3) = 6 ist. Das heißt:
Wenn man jede 2-elementige Teilmengen einer 6-elementigenMen-
ge entweder rot oder blau färbt, dann gibt es drei Elementea, b, c,
sodass{a, b}, {a, c} und{b, c} die gleiche Farbe haben.

Das kann man auch so formulieren:
Sei K6 der vollständige Graph mit 6 Knoten undI 6

2 M Kanten. Wir
färben jede Kante entweder rot oder blau. Dann enthält der Graph
ein einfärbiges Dreieck, also drei Knotenx, y, z, sodassxy, xzundyz
die gleiche Farbe haben.

ÜBUNGSAUFGABEN 6.18.

(1) Zeigen Sier(2, 2, 3) £ 6.
(2) Zeigen Sier(2, 3, 3) £ 17.
(3) Zeigen Sier(2, k,3) £ (r(2, k- 1, 3) - 1) × k+ 2.
(4) (Lästiger Spezialfall I) Berechnen Sier(p, t, p)!
(5) (Lästiger Spezialfall II) Seip £ n. Was istr(p,1, n)?
(6) (Lästiger Spezialfall III) Seip > n. Was istr(p, t, n)?

LEMMA 6.19. Seien p, tÎ N. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) Für alle n Î N gibt es ein N Î N, sodass es für jede Färbung der p-
elementigen Teilmengen von{1, 2,¼, N}mit t Farben eine n-elementige Teil-
menge Y von{1, 2,¼, N} gibt, sodass alle p-elementigen Teilmengen von Y
die gleiche Farbe haben.

(2) Für alle nÎ N gibt es ein MÎ N, sodass folgendes gilt: für jede M-elementige
Teilmenge X der natürlichen Zahlen und für jede Färbung der p-elementigen
Teilmengen von X mit t Farben gibt es eine n-elementige Teilmenge Y von
X, sodass alle p-elementigen Teilmengen von Y, die das gleiche minimale
Element haben, die gleiche Farbe haben.
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Beweis:(2)Þ (1): Wir fixierenn Î N. Wegen (2) gibt es einM, sodass es für jede Fär-
bung derp-elementigen Teilmengen von{1, 2,¼, M}mit t Farben eine(t(n- 1) + 1)-
elementige TeilmengeY von {1, 2,¼, M} gibt, sodass allep-elementigen Teilmengen
von Y, die das gleiche minimale Element haben, die gleiche Farbe haben. Wir be-
haupten, dassN := M in (1) das Gewünschte leistet. Wir fixieren eine Färbung derp-
elementigen Teilmengen von{1, 2,¼, M}mit t Farben, und wählen eine(t(n- 1) + 1)-
elementige TeilmengeY wie oben. Für jede Farbef der t Farben definieren wir die
MengeM f := {x Î Y | jede p-elementige Teilmenge vonY mit x als minimalem
Element hat die Farbef }. Eine der MengenM f hat zumindestn Elemente. Allep-
elementigen Teilmengen vonM f haben dann die gleiche Farbe.à

Beweis des Satzes von Ramsey (Satz 6.15):Wir definieren ein Prädikat

R(N, p, t, n)

dadurch, dassR(N, p, t, n) gilt, wenn es für alleN-elementigen MengenX und für alle
Färbungenc : I X

p M ® {1,¼, t} einen-elementige TeilmengeY vonX gibt, sodassc auf
I Yp M konstant ist.

Wir definieren ein Prädikat

S(M, p, t, n)

dadurch, dassS(M, p, t, n) gilt, wenn es für alleM-elementigen TeilmengenX von N
und für alle Färbungenc : I X

p M ® {1,¼, t} einenn-elementige MengeY Í X gibt,
sodass für alleA, BÎ Y mit min(A) = min(B) gilt, dassc(A) = c(B).

Wir wählen nunt Î N, und zeigen durch Induktion nachp, dass"p Î N ("n Î N$N Î
N : R(N, p, t, n)) gilt.

ê p = 1: Wir fixierenn Î N. Dann leistetN := t(n- 1) + 1 das Gewünschte.
ê Sei nunp ³ 2. Wir zeigen als erstes, dass die Eigenschaft (2) aus Lemma 6.19

gilt. Diese Eigenschaft lässt sich als"n Î N$M Î N : S(M, p, t, n) abkürzen.
Wir zeigen diese Eigenschaft durch Induktion nachn.

– Für n £ p leistetM := p das Gewünschte.
– Wir fixieren n > p. Mit der Induktionsvoraussetzung der Induktion nach

n produzieren wir einM für n - 1. M ist also so, dassS(M, p, t, n- 1)
gilt. Es gibt dann also für alleX Í N mit |X| = M und für allec :
I X

p M ® {1,¼, t} eine(n - 1)-elementige TeilmengeY von X, sodass für
alleP, QÎ I Yp Mmit min(P) = min(Q) gilt, dassc(P) = c(Q).
Wegen der Induktionsvoraussetzung der Induktion nachp gibt es eine
Zahl N Î N, sodassR(N, p- 1, t, M) gilt. N ist dann so, dass es für jede
MengeX1 mit |X1| = N und für jede Funktionc : I X1

p-1 M ® {1,¼, t} ein
Y1 Í X1 mit |Y1| = M gibt, sodassc auf IY1

p M konstant ist.
Wir behaupten nun, dass für

M¢ := 1+ N
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die EigenschaftS(M¢, p, t, n)erfüllt ist. Wir fixieren dazu eineM¢-elementige
TeilmengeX = {x1,¼, xM¢} vonN (mit x1 < x2 < µ < xM¢) und eine Fär-
bungc derp-elementigen Teilmengen vonX mit t Farben. Wir geben nun
jeder(p-1)-elementigen TeilmengeZ vonX �{x1} die Farbe von{x1}ÇZ;
wir definieren alsoc¢ : I X�{x1}

p-1 M ® {1,¼, t} durchc¢(Z) := c(ZÇ{x1}). Wir
finden dann wegenR(N, p-1, t, M) eineM-elementige TeilmengeA von
X � {x1}, sodass alle(p - 1)-elementigen Teilmengen vonA unter der
Färbungc¢ die gleiche Farbe haben.
WegenS(M, p, t, n- 1) gibt es eine(n- 1)-elementige TeilmengeB von
A, sodass allep-elementigen Teilmengen vonB mit dem gleichen mini-
malen Element unter der Färbungc die gleiche Farbe haben.
Wir behaupten, dassB Ç {x1} eine n-elementige Teilmenge vonX ist,
sodass für allep-elementigen TeilmengenP1, P2 von B mit min(P1) =
min(P2) gilt, dassc(P1) = c(P2). Wir wählen dazu zweip-elementige
TeilmengenP1, P2 vonBÇ {x1}mit dem gleichen minimalen Element. Ist
dieses Elementx1, so haben wegenc(P1) = c¢(P1 � {x1}) = c¢(P2 � {x1}) =
c(P2) die MengenP1, P2 die gleiche Farbe unterc, daP1 � {x1} undP2 � {x1}
(p- 1)-elementige Teilmengen vonA sind. Ist dieses Element nichtx1,
dann sindP1, P2 beidep-elementige Teilmengen vonB mit dem gleichen
minimalen Element und haben daher die gleiche Farbe.
Somit giltS(M¢, p, t, n). Das beendet den Induktionsschritt nachn.

Wir haben jetzt also"n Î N$M Î N : S(M, p, t, n), gezeigt; es gilt also gilt
die Eigenschaft (2) von Lemma 6.19, und folglich auch (1) vonLemma 6.19.
Wir zeigen nun"n Î N$N Î N : R(N, p, t, n). Sei dazun Î N. Wir wählen
als N die aus Eigenschaft (1) von Lemma 6.19 gewonnene Zahl. SeiX =
{x1,¼, xN} eineN-elementige Menge, und seic : I X

p M ® {1,¼, t}. Für eine
p-elementige Teilmenge von{1,¼, N} sei c¢(A) := c({xi | i Î A}). Wegen
Lemma 6.19 (1) hat{1¼, N} dann einen-elementige TeilmengeB, sodass
c¢|JBp N konstant ist. SeiY := {xi | i Î B}. Dann istc auf I Yp M konstant. Das

beendet den Induktionsschritt der Induktion nachp. à

ÜBUNGSAUFGABEN 6.20.

(1) (Induktionsbeweis im Satz von Ramsey) SeienR, M : N0 ´ N0 ® N0 Ç {¥}. Die FunktionenR, M erfüllen:
(a) R(0, n) Î N0 für alle n Î N0.
(b) M(0, n) Î N0 für alle n Î N0.
(c) R(n,0) Î N0 für alle n Î N0.
(d) M(n,0) Î N0 für alle n Î N0.
(e) R(p, n) £ M(p,2n) für alle p, nÎ N0.
(f) Für alle p, nÎ N0 � {0}mit M(p, n- 1) Î N0 gilt:

M(p, n) £ 1+R(p- 1, M(p, n- 1)).

Zeigen Sie, dass für allea, bÎ N0 gilt: R(a, b) Î N0. Zeigen Sie also, dassRnie den Funktionswert¥ annimmt.



64 6. AUSGEWÄHLTE KAPITEL DER DISKRETEN MATHEMATIK

SATZ 6.21 (Erd̋os-Szekeres).Sei nÎ N, n ³ 3. Dann gibt es eine Zahl N, sodass jede
Menge von N Punkten in der Ebene, von denen keine drei auf einer Geraden liegen, n
Punkte enthält, die die Eckpunkte eines konvexen n-Ecks sind.

Beweis:Der Falln = 3 ist offensichtlich. Sei nunn = 4. Wir setzenN := 5, und wählen
5 Punkte in der Ebene. Wenn die konvexe Hülle der 5 Punkte ein Viereck oder Fünfeck
ist, so gibt es ein konvexes Viereck. Nehmen wir nun an, dass die konvexe Hülle ein
DreieckA, B,C ist. Dann liegt der vierte PunktD im Inneren des Dreiecks. Die drei
Geraden durchD undA, durchD undB, und durchD undC teilen das DreieckABC
in 6 Flächen. Je nachdem, in welcher dieser Flächen der fünfte PunktE liegt, erhalten
wir ein konvexes Viereck.

Sei nunn > 4. Wir wählenN := r(4, 2, n). Sei X eine Menge vonN Punkten. Wir
färben nun jede Teilmenge von 4 Punkten mitd, wenn die konvexe Hülle ein Dreieck
ist, und mitv, wenn die konvexe Hülle ein Viereck ist. Nach dem Satz von Ramsey
gibt es einen-elementige TeilmengeY von X, sodass alle 4-elementigen Teilmengen
die gleiche Farbe haben.

Wenn diese Farbed ist, so haben wirn ³ 5 Punkte gefunden, unter denen keine 4 ein
konvexes Viereck bilden, im Widerspruch zum bereits gezeigten Falln = 4.

Also ist diese Farbev. Wir zeigen nun, dass die konvexe Hülle vonY ein konvexesn-
Eck ist. SeiY¢ Í Y eine minimale Teilmenge, deren konvexe Hülle gleich der konvexen
Hülle vonY ist.Y¢ ist nun die Menge der Eckpunkte eines konvexen|Y¢|-Ecks. Wenn
Y¢ = Y, so haben wir ein konvexesn-Eck gefunden. WennD Î Y und D Ï Y¢, so
liegt D im Inneren der konvexen Hülle vonY¢. Es gibt dannA, B,C Î Y¢, sodassD
im Inneren des DreiecksABC liegt. Dann ist die Farbe von{A, B,C, D} gleich d, im
Widerspruch dazu, dass alle Teilmengen vonY die Farbev haben.à

SATZ 6.22. Sei tÎ N. Dann gibt es ein N, sodass es für jede GruppeG mit |G| > N
und jede Aufteilung von G� {1} in t Klassen eine Klasse gibt, die drei verschiedene
Elemente x, y, z mit z= x × y enthält.

Beweis:Sei N := r(2, t,4), s := |G| - 1, und seiG = {1, x1,¼, xs}. Wir färben die
Teilmenge{i, j } von {1,¼, s} mit der Nummer der Klasse vonx-1

min(i, j )xmax(i, j ). Seien
a < b < c < d Î {1,¼, s} so, dass alle zweielementigen Teilmengen von{a, b, c, d}
die gleiche Farbe haben. Dax-1

b xc ¹ x-1
b xd, ist zumindest eines dieser beiden Elemen-

te ungleichx-1
a xb. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit seix-1

a xb ¹ x-1
b xd. Es gilt

(x-1
a xb) × (x

-1
b xd) = (x

-1
a xd). Diese drei Elemente sind paarweise verschieden.à

ÜBUNGSAUFGABEN 6.23.

(1) Seit Î N. Zeigen Sie, dass es eine ZahlN gibt, sodass für jede Aufteilung der Menge{1, 2,¼, N} in t Klassen es
eine Klasse gibt, die zwei verschiedene Zahlen und deren Summe enthält.

(2) Zeigen Sie den “unendlichen” Satz von Ramsey:
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SeiM eine unendliche Menge. Wir färben jedep-elementige Teilmenge vonM mit einer von endlich
vielen Farben. Dann gibt es eine unendliche TeilmengeT von M, sodass allep-elementigen Teilmen-
gen vonT die gleiche Farbe haben.

Hinweis:Nehmen Sie an,M sei abzählbar unendlich. Gehen Sie mit Induktion nachpvor. Konstruieren Sie eine Fol-
ge(a1, a2,¼) von Elementen inM, sodass alle Teilmengen von{ai | i Î N}, die das gleiche “minimale Element” be-
sitzen, die gleiche Farbe haben. (Der Beweis steht auch im Artikel “Ramsey’s Theorem” in
http://en.wikipedia.org/wiki.)

(3) Verwenden Sie Übung (2), um zu zeigen, dass jede reelle Zahlenfolge eine monoton fallende oder eine streng
monoton steigende Teilfolge enthält.

(4) (Dicksons Lemma) Für zwei Vektorenv, w Î N
k
0 schreiben wirv £¢ w falls für alle i Î {1,¼, k} : vi £ wi .

Sei (v1, v2,¼) eine Folge von Vektoren inNk
0. Dann gibt es eine (unendliche) Teilfolge, die bezüglich£¢ schwach

monoton aufsteigend ist.Hinweis: Verwenden Sie den unendlichen Ramseysatz für eine bestimmte Färbung von
Paaren von Vektoren mit 2k Farben.





KAPITEL 7

Körper aus Polynomringen

DEFINITION 7.1. Eine algebraische StrukturR ist einKörper, wennR ein kommuta-
tiver Ring mit Eins ist,R zumindest zwei Elemente hat, und alle Elementex Î R � {0}
invertierbar sind.

SATZ 7.2. SeiR ein Hauptidealbereich, und sei f ein irreduzibles Element von R.
Dann istR/ ( f ) ein Körper.

Beweis:Seix Î Rso, dassx+( f ) ¹ 0+( f ). Wir zeigen, dassx+( f ) invertierbar inR/( f )
ist. Sei dazuI das von{x, f} erzeugte Ideal, und seiz Î R so, dass(z) = I . Dann gilt
z | f , also istzentweder assoziiert zuf oder invertierbar. Wennzassoziiert zuf ist, so
gilt wegenz | x auch f | x. Dann gilt aberx Î ( f ), und somitx+ ( f ) = 0+ ( f ). Folglich
ist z invertierbar. Dann gilt 1Î I , und es gibt somitu, vÎ R, sodassux+ v f = 1. Dann
gilt (u+ ( f ))(x+ ( f )) + (v+ ( f ))( f + ( f )) = 1+ ( f ), also(u+ ( f ))(x+ ( f )) = 1+ ( f ).
Folglich istx+ ( f ) invertierbar.à

KOROLLAR 7.3. Sei p eine Primzahl. Dann istZp ein Körper.

KOROLLAR 7.4. Sei K ein Körper und sei f ein irreduzibles Element aus dem Poly-
nomring K[t]. Dann ist K[t]/ ( f ) ein Körper.

Wir definieren den Grad des Nullpolynoms als-1.

LEMMA 7.5. Sei K ein Körper, und sei fÎ K[t]. Das Polynom f ist ein invertierbares
Element von K[t], wenndeg( f ) = 0. Das Polynom f ist ein irreduzibles Element von
K[t], wenndeg( f ) ³ 1 und für alle g, hÎ K[t] mit f = g × h gilt deg(g) = 0 oder
deg(h) = 0.

Für einen KörperK nennen wir ein irreduzibles Element vonK[t] auch einüber K
irreduzibles Polynom.

1. Irreduzible Polynome überQ

DEFINITION 7.6. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins, sein Î N0, und sei f =
Ún

i=0 fi t
i Î R[t]. Das Polynomf ist primitiv, wenn es kein primesp Î R gibt, das alle

Koeffizientenfi (i = 0,¼, n) teilt.

67
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LEMMA 7.7 (Gaußsches Lemma).Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien
f , gÎ R[t] primitiv. Dann ist f × g ebenfalls primitiv.

Beweis:Wir nehmen an, dassf × g nicht primitiv ist. Dann gibt es ein primesp Î
R, das alle Koeffizienten vonf × g teilt. Da f und g primitiv sind, teilt p weder alle
Koeffizienten vonf noch alle Koeffizienten vong. Seik maximal, sodassp ∤ fk, und
sei l maximal, sodassp ∤ gl . Wir berechnen den Koeffizienten vontk+l von f × g und
erhalten( f × g)k+l = Úk+l

i=0 f(k+l)-igi. Für i < l gilt p | f(k+l)-i , und für i > l gilt p | gi. Da
p | ( f × g)k+l , gilt also p | fkgl . Da p prim ist, teilt es daher einen der beiden Faktoren,
im Widerspruch zur Wahl vonk und l . à

DEFINITION 7.8. Seia = Ún
i=1 ait

i Î Z[t], a ¹ 0. Wir definieren denInhalt von a
durch cont(a) := ggT(a0, a1,¼, an).

SATZ 7.9. Sei f Î Z[t]�{0}, seien g, hÎ Q[t] so, dass f= g×h, und seienΑ,Β Î Z�{0}
so, dassΑ gÎ Z[t] undΒ h Î Z[t]. Wir setzen:

Γ := 1
ΑΒ × cont(Α g) × cont(Β h),

g¢ := 1
cont(Α g) Α g,

h¢ := 1
cont(Β h) Β h.

Dann gilt f = Γ (g¢ × h¢) undΓ Î Z, g¢ Î Z[t], h¢ Î Z[t].

Beweis:Die Gleichungf = Γ (g¢ × h¢) erhält man unmittelbar durch Nachrechnen. Wir
zeigen nun, dassΓ Î Z. Seien∆,¶ Î Z � {0} so, dassΓ = ∆

¶
und ggT(∆,¶) = 1.

Dann gilt¶ f = ∆ (g¢ × h¢). Da f Î Z[t], teilt ¶ alle Koeffizienten von∆ (g¢ × h¢). Wegen
ggT(∆,¶) = 1 teilt ¶ alle Koeffizienten vong¢ × h¢. Nun sindg¢ undh¢ primitiv. Wegen
des Gaußschen Lemmas (Lemma 7.7) istg¢ ×h¢ ebenfalls primitiv, also gilt¶ Î {1,-1}.
Folglich gilt Γ Î Z. à

SATZ 7.10 (Eisenstein-Kriterium).Seien nÎ N, p Primzahl, a= Ún
i=0 ai t

i Î Z[t] so,
dass

(1) p | a0,¼, p | an-1,
(2) p ∤ an,
(3) p2 ∤ a0.

Dann ist a ein irreduzibles Element vonQ[t] (also ein überQ irreduzibles Polynom).

Beweis:Wenna nicht irreduzibel ist, gibt esb, cÎ Q[t] vom Grad³ 1, sodassa = b c.
Wegen Satz 7.9 gibt es dann auchr, sÎ Z[t] sodassa = r s und deg(r) ³ 1, deg(s) ³ 1.
Seik := deg(r), l := deg(s). Dann giltk+ l = n. Wegenp ∤ an gilt p ∤ rk und p ∤ sl . Wir
zeigen nun, dass für allek1 Î N0 mit k1 < k und für allel1 Î N0 mit l1 < l gilt, dass
p | rk1

und p | sl1
. Sei dazuk2 minimal mit p ∤ rk2

, und seil2 minimal mit p ∤ sl2
. Dann

ist der Koeffizient vontk2+l2 des Polynomsa nicht durchp teilbar. Somit giltk2+ l2 = n,
und somitk2 = k, l2 = l . Also gibt es Polynomeu, vÎ Z[t], sodassr = rk tk + p u und
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s= sl t l + p v. Somit gilta0 = (r × s)0 = r(0) × s(0) = p × u(0) × p × v(0). Folglich ista0 ein
Vielfaches vonp2, im Widerspruch zur Annahme.à

ÜBUNGSAUFGABEN 7.11.

(1) Seienf , gÎ Z[t] � {0}. Zeigen Sie, dass cont( f × g) = cont( f ) × cont(g).
(2) Seia Î Z[t], n := dega, und seir eine rationale Nullstelle vona = a0t0 + × × × + antn. Zeigen Sie, dass esp, qÎ Z

gibt, sodassr = p
q und p | a0, q | an.

2. Quotientenkörper

Wir verallgemeinern jetzt die Konstruktion vonQ ausZ.

Sei dazuD ein Integritätsbereich. Auf der Menge{(a, b) Î D2 | b ¹ 0} definieren wir
eine Relation durch(a, b) ~ (c, d) :Û ad = bc. Diese Relation ist eine Äquivalenz-
relation, und wir kürzen die Klasse(a, b)/~ mit a

b ab. Mit Q(D) bezeichnen wir die
Faktormenge{(a, b) Î D2 | b ¹ 0}/~. Auf Q(D) definieren wir+ durch a

b +
c
d :=

ad+bc
bd ,

- durch-a
b :=

-a
b , und× durch a

b ×
c
d :=

ac
bd.

SATZ UND DEFINITION 7.12.SeiD ein Integritätsbereich. Dann ist(Q(D),+,-, ×, 0
1, 1

1)
ein Körper. Er heißt derQuotientenkörpervonD .

SATZ 7.13. SeiD ein Integritätsbereich, seiK ein Körper, und seij ein Ring-mit-
Eins-Monomorphismus vonD nachK . Dann istΨ : Q(D) ® K , Ψ(ab) := j(a) ×
(j(b))-1 wohldefiniert und ein Ring-mit-Eins-Monomorphismus vom Quotientenkörper
vonD nachK .

SeiK ein Körper. Den Quotientenkörper des PolynomringsK [t1,¼, tn] bezeichnet
man als den Körper derrationalen Funktionen vom Transzendenzgrad n überK , und
kürzt ihn mitK (t1,¼, tn) ab.





KAPITEL 8

Endliche Körper

1. Definition und einfache Eigenschaften endlicher Körper

DEFINITION 8.1. Ein kommutativer Ring mit EinsR = (R,+,-, ×, 0, 1) ist einKörper
wenn

(1) |R| ³ 2,
(2) Für allex Î R � {0} gibt es einy Î Rmit x × y = 1.

ÜBUNGSAUFGABEN 8.2.

(1) Zeigen Sie, dass es in einem Körper für jedesx höchstens einy mit x × y = 1 geben kann.
(2) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier Elemente in einem Körper nur dann 0 ist, wenn einer der Faktoren gleich 0 ist.

In einem Körper hat jedes Elementa ¹ 0 genau ein multiplikativ inverses Element;
wir bezeichnen es mita-1. Für jede Primzahlp ist der RingZp ein Körper.

DEFINITION 8.3. SeiE = (E,+,-, ×, 0, 1) ein Körper, und seiK Í E. Die MengeK
ist dannTrägermenge eines UnterkörpersvonE , wenn

(1) 0Î K, 1 Î K,
(2) für allex, yÎ K gilt x+ y Î K, x- y Î K, x × y Î K,
(3) für allex Î K gilt x-1 Î K.

WennK Trägermenge eines Unterkörpers vonE ist, so istK = (K,+|K´K,-|K, ×|K´K, 0, 1)
selbst ein Körper. Wir bezeichnenK dann alsUnterkörpervonE , undE alsErwei-
terungvonK .

ÜBUNGSAUFGABEN 8.4.

(1) Zeigen Sie: Der Durchschnitt beliebig vieler Trägermengen von Unterkörpern eines Körpers ist wieder Trägermenge
eines Unterkörpers.

(2) SeiE ein endlicher Körper, und seiK Í E mit |K| ³ 2 so, dass für allex, y Î K auchx + y undx × y in K liegen.
Zeigen Sie, dassK Trägermenge eines Unterkörpers vonE ist.

Der Durchschnitt aller Unterkörper eines KörpersE ist wieder ein Körper, er heißt
PrimkörpervonE .

SATZ 8.5. SeiE ein endlicher Körper. Dann gibt es eine Primzahl p, sodass der Prim-
körper vonE isomorph zuZp ist.

71



72 8. ENDLICHE KÖRPER

Beweis:Offensichtlich sind allea*1 mit a Î Z in jedem Unterkörper vonE enthalten.
DaE endlich ist, gibt esa, bÎ Nmit a > b unda * 1 = b* 1, also(a- b) * 1 = 0. Wir
zeigen nun, dass

min{n Î N | n * 1 = 0}
eine Primzahl ist. Seip dieses Minimum. Wenn esc, d < pgibt, sodasscd = p, dann
gilt (c * 1) × (d * 1) = 0, also entwederc * 1 = 0 oderd * 1 = 0. Das widerspricht der
Minimalität von p. Die Abbildung

F : Z � E
z S� z* 1

ist ein Ring mit Eins-Homomorphismus. Sie hat den Primkörper von E als Bild, ihr
Kern ist pZ. Der Primkörper vonE ist also isomorph zuZ/ pZ = Zp. à

SeiE ein Körper. Das kleinstep Î N sodassp * 1 = 0 heißtCharakteristikvonE .
Wenn es kein solchesp Î N gibt, dann definieren wir die Charakteristik vonE als 0.

ÜBUNGSAUFGABEN 8.6.

(1) Bestimmen Sie den Primkörper des Körpers der komplexen Zahlen.
(2) Zeigen Sie, dass der Primkörper eines beliebigen Körpers entweder isomorph zuZp für irgendeine Primzahlp, oder

isomorph zuQ ist.

SATZ 8.7. Die Anzahl der Elemente eines endlichen Körpers ist eine Primzahlpotenz.

Wir beweisen folgende stärkere Aussage:

SATZ 8.8. SeiK ein Unterkörper des endlichen KörpersE . Dann gibt es ein nÎ N,
sodass|E| = |K|n.

Beweis:Durch die skalare Multiplikation* : K´E ® E, k*e := k×ewird (E,+,-, 0; *)
zu einem Vektorraum überK. Wegen der Endlichkeit vonK hatK eine endliche Basis
B = (b1,¼, bn). Die Abbildung, die jedemeÎ E sein Koordinatentupel(e)B zuordnet,
ist eine Bijektion vonE nachKn. à

Satz 8.8 folgt nun, wenn man alsK den Primkörper vonE wählt.

SATZ 8.9. SeiE ein Körper der Charakteristik p mit q= pm Elementen. Dann gilt für
alle x, yÎ E:

(1) (x+ y)p = xp + yp.
(2) xq = x.

Beweis:(1): Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

(x+ y)p = xp +
p-1

â
i=1

I p
i M * xiyp-i + yp.

Da I p
i M für alle i Î {1, 2,¼, p- 1} Vielfache vonp sind, gilt (x+ y)p = xp + yp.
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(2): Wir verwenden den Satz von Fermat für die Gruppe(E*, ×) und erhalten, dass alle
x ¹ 0 die Gleichungxq-1 = 1 erfüllen.à

ÜBUNGSAUFGABEN 8.10.

(1) SeiK ein Körper der Charakteristikp, seimÎ N, und seienx, yÎ K. Zeigen Sie:(x+ y)p
m
= xpm

+ ypm
.

(2) SeiK ein Körper, und seif Î K [x]. SeienΑ1,Α2,¼,Αk Î K paarweise verschiedene Nullstellen vonf . Zeigen
Sie, dassÕ(x- Αi ) ein Teiler vonf in K [x] ist.

(3) Zeigen Sie, dass ein Polynom inK [x] vom Grad£ n, dasn + 1 verschiedene Nullstellen hat, automatisch das
Nullpolynom sein muss.

(4) SeiK ein Körper der Charakteristikp und seiΞ Î K.
(a) Zeigen Sie mithilfe des Satzes, dass für allezÎ Z die Kongruenzzp º z (mod p) gilt, dass das Polynom

f (x) := (x+ Ξ)p - xp - Ξp

zumindestp Nullstellen hat (probieren Sien * Ξ mit n Î Z).
(b) Bestimmen Sie den Grad dieses Polynoms.
(c) Schließen Sie daraus, dassp | I p

i M für alle i Î {1, 2,¼, p-1}, und dass für alleΑ,Β Î K gilt: (Α+Β)p = Αp+Βp.

SATZ 8.11. Die multiplikative Gruppe eines endlichen Körpers ist zyklisch.

Wir zeigen diesen Satz mithilfe des folgenden Satzes.

SATZ 8.12. SeiA = (A, ×) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element1. Wenn es für
jedes nÎ N höchstens n Elemente in A mit xn = 1 gibt, dann istA zyklisch.

Beweis:Sei h := |A|. Fallsh = 1, istA klarerweise zyklisch. Wir nehmen also nun
h ³ 2 an. Wir bilden die Primfaktorzerlegung vonh und finden alsoN Î N, Primzahlen
p1, p2,¼, pN undr1, r2,¼, rN Î N sodass

h =
N

ä
m=1

pm
rm.

Wir werden nun für jedesi Î {1, 2,¼, N} ein Elementai und ein Elementbi Î A

wählen: Dah
pi

< h, gibt es ein Elementai Î A, sodassai

h
pi ¹ 1. Wir setzen

bi := ai

h
pi

ri .

Es gilt dann (Satz von Fermat)

(8.1) bi
pi

ri
= 1.

Sei nunk die Ordnung vonbi, also das kleinsten Î N, sodass(bi)
n = 1. Dak | pi

r i gibt
es einsi Î {0, 1,¼, ri}, sodassk = pi

si . Wir zeigen nun

(8.2) si = r i.

Nehmen wir ansi £ r i - 1. Dann gilt

bi
pi

ri-1
= 1,

also
ai

h
pi = 1.
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Das widerspricht der Wahl vonai; dieser Widerspruch beweist (8.2). Die Ordnung von
bi ist alsopi

r i . Wir bilden nun

c =
N

ä
i=1

bi.

Klarerweise giltch = 1. Wir zeigen nun, dassc wirklich Ordnungh hat. Wennc

kleinere Ordnung hätte, dann gibt es einj Î {1,¼, N}, sodassc
h
pj = 1. Daher gilt

(8.3)
N

ä
i=1

bi

h
pj = 1.

Falls i ¹ j, so gilt pi
r i | h

pj
. Wegen (8.1) sind also Faktoren in (8.3) miti ¹ j gleich 1.

Wir erhalten also

b j

h
pj = 1.

Da b j wegen (8.2) die Ordnungp j
r j hat, gilt p j

r j | h
pj

. Daher gilt p j
r j+1 | h, was im

Widerspruch zur Primfaktorzerlegung vonh steht. Das Elementc hat also wirklich
Ordnungh, und ist somit ein erzeugendes Element für die GruppeA. à

Aus dem Satz 8.12 folgt nun direkt der Satz 8.11, da in jedem Körper und für jedesn
das Polynomxn - 1 höchstensn Nullstellen hat.

ÜBUNGSAUFGABEN 8.13.

(1) Sei(A, ×) eine Gruppe, und seia Î A undn Î N so, dassan = 1. Zeigen Sie, dassn ein Vielfaches der Ordnung von
a ist.

2. Körper aus irreduziblen Polynomen

SATZ 8.14. Sei K ein Körper, und sei fÎ K [x] irreduzibel überK . Dann ist
K [x]/ ( f ) ein Körper.

Als Quotient eines kommutativen Ringes mit 1 istK [x]/ ( f ) wieder ein kommutativer
Ring mit 1. Es reicht also zu zeigen, dass jedesh Î K [x]/ ( f )mit h ¹ 0+ ( f ) invertier-
bar ist. Seih¢ Î K [x] so, dassh = h¢+ ( f ). Da f irreduzibel ist, undh¢ kein Vielfaches
von f ist, gilt ggT(h¢, f ) = 1. Es gibt alsou, vÎ K [x], sodassu × h¢ + v × f = 1. Es gilt
also(u+ ( f )) × (h¢ + ( f )) = u × h¢ + ( f ) = (1- v × f ) + ( f ) = 1+ ( f ). à

WennK ein endlicher Körper mitq Elementen ist, undf ein überK irreduzibles Po-
lynom vom Gradn, dann istK [x]/ ( f ) also ein Körper mitqn Elementen. Wir brauchen
also zunächst irreduzible Polynome.

SATZ 8.15. SeiK ein endlicher Körper mit q Elementen, und sei f ein irreduzibles
Polynom vom Grad n. Dann gilt f| xqn

- x.
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Wir betrachten den KörperK [x]/ ( f ). Dieser Körper hatqn Elemente. Es gilt also we-
gen Satz 8.9 (2)(x+ ( f ))q

n
= x+ ( f ). Das bedeutetf | xqn

- x.à

SATZ 8.16. SeiK ein Körper mit q Elementen. Dann giltÕΝÎK(x- Ν) = xq - x.

Beweis:Beide Polynome habenq Nullstellen: für das linke Polynom ist das offensicht-
lich; für das rechte eine Konsequenz aus dem Satz von Fermat bzw. aus Satz 8.9. Die
Differenz dieser beiden Polynome hat also mindestensq Nullstellen, und einen Grad
£ q- 1. Die Differenz ist also das Nullpolynom.à

LEMMA 8.17. SeiK ein endlicher Körper mit q Elementen, sei mÎ N, und sei f ein
überK irreduzibles Polynom vom Grad m. SeiE ein Erweiterungskörper vonK mit
qm Elementen. Dann zerfällt f inE [x] in ein Produkt lauter linearer Polynome.

Beweis:Da degf = m, gilt nach Satz 8.15, dassf das Polynomxqm
- x teilt. Nach

Satz 8.16 gilt

ä
aÎE

(x- a) = xqm
- x.

Das Polynomf ist auch ein Polynom inE [x]. Jeder überE irreduzible Teiler vonf
in E [x] teilt also eines der Polynome in{x- b | b Î E}. Das bedeutet, dassf in E [x]
vollständig in Linearfaktoren zerfällt.à

Wir bezeichnen ein Polynomf alsnormiert, wenn sein führender Koeffizient (also der
Koeffizient vonxdeg( f )) gleich 1 ist.

SATZ 8.18. Sei p eine Primzahl, sei mÎ N, und sei q= pm. Sei f ein normiertes, über
Zp irreduzibles Polynom inZp[x] vom Grad m. Dann ist jeder Körper mit q Elementen
zuZp[x]/ ( f ) isomorph.

Beweis:SeiE ein Körper mitq Elementen. Wegen Lemma 8.17 wissen wir,f eine
Nullstelle inE [x] hat. SeibÎ E so, dassf (b) = 0. Wir bilden nun die Abbildung

F : Zp[x] � E
g S� g(b).

Die AbbildungF ist ein Ring mit Eins-Homomorphismus. Ihr Kern ist{gÎ Zp[x] | g(b) =
0}. Seih der normierte Erzeuger des Ideals kerF. Da f Î kerF, gilt h | f . Da f irredu-
zibel überZp ist, isth entweder von Grad 0 oder gleichf . Im Fall, dassh vom Grad 0
ist, gilt wegenh(b) = 0, dassh das Nullpolynom ist, wash | f widerspricht. Also ist
h = f . Es gilt also nach dem Homomorphiesatz, dassZp[x]/ ( f ) isomorph zuE ist.à

3. Existenz irreduzibler Polynome

Wir geben im folgenden einen Beweis dafür, dass es für jedesnund für jeden endlichen
KörperK ein irreduzibles Polynom vom Gradn überK gibt.
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SATZ 8.19. SeiK ein Körper, und sei f ein normiertes Polynom inK [x] vom Grad
n. Dann gibt es einen ErweiterungskörperE vonK , sodass jeder inE [x] irreduzible
Teiler von f Grad1 hat.

Wir beweisen folgende Aussage durch Induktion nachn:

Für jeden KörperK und jedes Polynomf Î K [x] vom Gradn
gibt es einen ErweiterungskörperE von K , sodass jeder inE [x]
irreduzible Teiler vonf Grad 1 hat.

Für n = 1 ist die Aussage klar. Wir fixieren nun einen KörperK und ein Polynom
f Î K [x] mit deg f = n > 1. Wir zerlegenf in ein Produkt von normierten, überK
irreduziblen Polynomen inK [x]. Seigeiner der irreduziblen Faktoren. Wir bilden den
KörperL := K [x]/ (g). Wir zeigen nun, dassx + (g) eine Nullstelle vonf ist. Dazu

berechnen wirf (x+(g)) = Údeg f
i=0 fi × (x+(g))

i. Wir wissen, wie man in Quotienten, also

in K [x]/ (g) rechnet, und erhaltenÚdeg f
i=0 fi × (x+ (g))

i = (Údeg f
i=0 fi × x

i) + (g). Wir wissen,

das jedes Polynomf = ( f0, f1, f2,¼, fdegf , 0, 0,¼) die Eigenschaftf = Údeg f
i=0 fi × x

i

erfüllt, da jax0 = (1, 0, 0,¼), x1 = (0, 1, 0, 0,¼), x2 = (0, 0, 1, 0, 0,¼),¼. Also gilt

(Údeg f
i=0 fi × x

i) + (g) = f + (g). Da g | f , gilt f + (g) = 0 + (g). Also ist x + (g) eine
Nullstelle von f in L. Da f eine Nullstellel in L hat, gibt esh Î L[x], sodassf = (x-
l ) × h. Dah kleineren Grad alsf hat, gibt es nach nach Induktionsvorraussetzung einen
ErweiterungskörperM vonL, sodass jeder inM [x] irreduzible Teiler des Polynoms
h Grad 1 hat. InM [x] hat jeder irreduzible Teiler vonf also Grad 1.à

SATZ 8.20. SeiK ein endlicher Körper, und sei nÎ N. Dann gibt es ein überK
irreduzibles Polynom vom Grad n inK [x].

Beweis:Sei q := K . Es gibt einen ErweiterungskörperE von K , in demxqn
- x in

lauter Linearfaktoren zerfällt. Wir bilden

L := {eÎ E | eqn
- e= 0}.

Mit Satz 8.9 (1) erhalten wir, dassL ein Unterkörper vonE ist; mit mit Satz 8.9 (2),
dassL ein Erweiterungskörper vonK ist. Daxqn

- x überE in lauter Linearfaktoren
zerfällt, gibt ese1, e2,¼, eqn

Î E, sodass

xqn
- x =

qn

ä
r

(x- er ).

Mithilfe der Ableitung zeigt man wieder, dassxqn
- x quadratfrei ist, und dass daher

alle ei verschieden sind. Alleei liegen inL. Der KörperL hat daher mindestensqn

Elemente. Daxqn
- x in E höchstensqn Nullstellen haben kann, hatL höchstensqn

Elemente.
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Sei nunΑ ein erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe(L*, ×) vonL, und sei
f Î K [x] ein normiertes, erzeugendes Element des Ideals

I = {gÎ K [x] | g(Α) = 0}.

Wegenxqn
- x Î I gilt I ¹ {0}. Wir zeigen nun:

(8.4) f ist ein irreduzibles Element vonK [x].

Wir nehmen an, es gibt normiertef1, f2 Î K [x] sodassf = f1 × f2. Dann gilt f1(Α) ×
f2(Α) = 0. Wenn nunf1(Α) = 0, so gilt f | f1, und somitf2 = 1. Das beweist (8.4).

Die Abbildung

F : K [x] � L

g S� g(Α)

ist surjektiv (F(xk) = Αk für allek); ihr Kern istI . Wir wissen, dasL genauqn Elemente
hat.K [x]/ I hat daher ebenfalls genauqn Elemente, und somit gilt degf = n. Das
Polynom f ist also irreduzibel vom Gradn. à

DEFINITION 8.21 (Möbiusfunktion). Wir definierenΜ : N ® {-1, 0, 1} durch

Μ(n) =
ìïïïíïïï
î

(-1)k, falls n = p1 × p2µpk mit pi ¹ p j für i ¹ j,
1 fallsn = 1,
0 sonst.

SATZ 8.22. Die Anzahl N der irreduziblen Polynome vom Grad n über einem Körper
mit q Elementen ist gegeben durch

N =
1
n
â
d|n

Μ(d)q
n
d .

Beweis:[Wil99, p.49].

ÜBUNGSAUFGABEN 8.23.

(1) Leiten Sie aus diesem Satz her, dass es über jedem endlichen Körper für jedesn ein irreduzibles Polynom vom Grad
k gibt.

Für Polynomef , g Î K [x] bezeichnen wir mitf ë g das Polynom, das man erhält,
wenn mang in f einsetzt.

SATZ 8.24. SeiK ein Körper mit q Elementen, sei nÎ N, und sei fÎ K [x]. Dann
gilt

f ë xqn
= xqn

ë f .



78 8. ENDLICHE KÖRPER

Beweis:Sei p die Charakteristik vonK . Es gibt dann einm, sodassq = pm. Es gilt
dann

xqn
ë f = f qn

= (
deg f

â
i=0

fix
i)(q

n)

= (
deg f

â
i=0

fix
i)(p

mn)

=
deg f

â
i=0

f
pmn

i (xi)(p
mn)

=
degg

â
i=0

f
qn

i (xi)(q
n)

=
deg f

â
i=0

fi(x
(qn))i

= f ë x(q
n).à

In einem Euklidischen Bereich kann man einen größten gemeinsamen Teiler vona, b
definieren, zum Beispiel als einen Erzeuger des vonaundberzeugten Ideals. Wenn wir
aus jeder Klasse konjugierter Elemente einen Repräsentanten auswählen, so können
wir ggT sogar als Funktion definieren.

SATZ 8.25. SeiE ein Euklidischer Bereich, und sei fÎ E, f nicht invertierbar, und
seien n, mÎ N0, nicht beide0. Dann giltggT( f m- 1, f n - 1) = f ggT(n,m) - 1.

Beweis:Wir beweisen den Satz durch Induktion nach max(m, n). Wennm = n = 1,
dann gilt der Satz offensichtlich. Sei nun max(m, n) > 1.

ê Fall m = 0 odern = 0: offensichtlich.
ê Fall m > n ³ 1: Es gilt ggT( f m - 1, f n - 1) = ggT( f m - 1 - f m-n × ( f n -

1), f n - 1), da beide Polynompaare die gleichen gemeinsamen Teiler haben.
Durch ausrechnen erhalten wir ggT( f m - 1, f n - 1) = ggT( f m-n - 1, f n - 1).
Dam > n, gilt max(m-n, n) < max(m, n). Nach Induktionsannahme gilt also
ggT( f m-n - 1, f n - 1) = f ggT(m-n,n) - 1 = f ggT(m,n) - 1.
ê Fall n > m ³ 1: analog.
ê Fall m = n: offensichtlich.à

KOROLLAR 8.26.

(1) SeiK ein Körper, sei f ein normiertes Polynom inK [x] mit deg( f ) ³ 1, und
seien m, nÎ N. Dann giltggT( f m - 1, f n - 1) = f ggT(n,m) - 1.

(2) Seien f , m, nÎ N mit f ³ 2. Dann giltggT( f m- 1, f n - 1) = f ggT(n,m) - 1.
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SATZ 8.27. SeiK ein endlicher Körper mit q Elementen, und sei nÎ N. Sei F die
Menge aller überK irreduziblen, normierten Polynome inK [x], deren Grad ein Teiler
von n ist. Dann gilt

ä
fÎF

f = xqn
- x.

Beweis:Wir zerlegenxqn
-x in ein Produkt normierter, überK irreduzibler Polynome;

wir finden alsok Î N und normierte irreduzible Polynomeg1, g2,¼, gk, sodass

xqn
- x =

k

ä
i=1

gi .

Als erstes zeigen wir, dass allegi verschieden sind. Nehmen wir an, dass es ein Poly-
nomh mit degh ³ 1 gibt, sodassh2 | xqn

- x. Dann gibt esa Î K [x], sodass

h2 × a = xqn
- x.

Durch Differenzieren erhalten wir

2hh¢a+ h2a¢ = qn * xqn-1 - 1,

und daqn ein Vielfaches der Charakteristik vonK ist, gilt

h(2h¢a+ ha¢) = -1.

Das ist aber nicht möglich, weil degh ³ 1. Sei alsoG = {gi | i Î {1, 2,¼, k}}. Dann
gilt, weil alle gi verschieden sind,xqn

- x = ÕgÎG g. Wir zeigen nun noch

(8.5) F = G.

Í: Sei alsof Î F ein normiertes, überK [x] irreduzibles Polynom, dessen Grad (=: d)
ein Teiler vonn ist. Wir müssen zeigen, dassf das Polynomxqn

- x teilt. Dazu be-
trachten wir den KörperK [x]/ ( f ). Dieser Körper hatqd Elemente. Es gilt also wegen
Satz 8.9 (2)(x+ ( f ))q

d
= x+ ( f ). Das bedeutet

f | xqd
- x.

Wir zeigen nun

(8.6) xqd
- x | xqn

- x.

Dazu zeigen wirxqd-1 - 1 | xqn-1 - 1. Wir berechnen ggT(xqd-1 - 1, xqn-1 - 1). Nach
Lemma 8.26 gilt ggT(xqd-1-1, xqn-1-1) = xggT(qd-1,qn-1)-1 = x(q

ggT(d,n))-1 = xqd
-1; das

impliziert (8.6). Wir erhalten alsof | xqn
- x. Somit (Fundamentallemma) liegtf Î G.

�: Sei g ein normiertes irreduzibles Polynom, dasxqn
- x teilt. Wir müssen zeigen,

dassd := degg ein Teiler vonn ist. Der KörperK [x]/ (g) hatqd Elemente. Es gilt also
g | xqd

-x. Fallsg¹ x, gilt g | ggT(xqd-1-1, xqn-1-1) = xggT(gd-1,qn-1)-1 = x(q
ggT(n,d)-1)-1.

Sei r := ggT(n, d). Es gilt alsog | xqr
- x. Wir zeigen nun, dass jedes Element von
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K [x]/ (g) eine Nullstelle vonxqr
- x ist. Sei dazuh Î K [x]. Wir berechnen(h+ (g))(q

r ).
Es gilt

(h+ (g))(q
r ) = h(q

r ) + (g)

= (x(q
r )
ë h) + (g)

= (h ë x(q
r )) + (g)

= (
degh

â
i=0

hix
i×qr
) + (g).

Es giltx(q
r ) º x (modg), also für allei Î N0 auchxi×qr

º xi (modg). Insgesamt erhalten
wir also

(h+ (g))(q
r ) = h+ (g),

und somit ist jedes Element ausK [x]/ (g) eine Nullstelle vonxqr
-x. Dar ³ 1, istxqr

-x
nicht das Nullpolynom. Es hat also höchstensqr Nullstellen. Der KörperK [x]/ (g) hat
qd Elemente. Es gilt alsod £ r, alsod £ ggT(n, d). Das bedeutet, dassd ein Teiler von
n ist. Das Polynomg liegt also in der MengeF. à

4. Test auf Irreduzibilität

Der folgende Satz liefert einen Test, ob ein Polynom irreduzibel über einem endlichen
Körper mitq Elementen ist.

SATZ 8.28. SeiK ein Körper mit q Elementen, sei nÎ N und sei f Î K[x] mit
deg( f ) = n. Äquivalent sind:

(1) Für alle i Î {1, 2,¼, dn2t} gilt:

ggT( f , xqi
- x) = 1.

(2) f ist irreduzibel überK .

Beweis:(1)Þ(2): Wenn f nicht irreduzibel überK ist, so gibt es ein überK irredu-
zibles PolynomgÎ K [t]mit g | f , 1£ deg(g) £ dn2t. Sei i := deg(g). Dann gilt wegen
Satz 8.15g | (xqi

-x),und somitg | ggT( f , xqi
-x), im Widerspruch zu ggT( f , xqi

-x) = 1.
(2)Þ(1): Wenn f überK irreduzibel ist,i Î {1,¼, dn2t}, und ggT( f , xqi

- x) ¹ 1, so
gilt f | xqi

- x. Wegen Satz 8.27 ist der Grad vonf dann ein Teiler voni; somit gilt
n £ i, im Widerspruch zui £ dn2t. à
SATZ 8.29. SeiK ein Körper mit q Elementen, sei nÎ N und sei f Î K[x] mit
deg( f ) = n, ggT( f , f ¢) = 1, und seien f1,¼, fr über K irreduzible Polynome mit
Õr

i=1 fi = f . Sei Q die ń n-Matrix, an deren(i, j )-ter Stelle der Koeffizient von xi-1 des
Polynoms xq×( j-1)mod f steht. Dann ist die Dimension des Nullraums von Q- I gleich
r.
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Es gilt (Q- I ) × J a0
¶

an
N = 0 genau dann, wenn für das Polynoma := Ún-1

j=0 a jx
qj

gilt, dass

a(xq) - a(x) ein Vielfaches vonf ist. Wegen Satz 8.24 gilta(xq) = a(x)q.

Wir zeigen nun, dassf | a(x)q - a(x) genau dann gilt, wenn esΑ1,¼,Αr Î K gibt,
sodass für allei Î {1,¼, r} gilt, dass fi | (a(x) - Αi). Wenn es(Α1,¼,Αr) Î Kr mit
dieser Eigenschaft gibt, so gilt für jedesi, dassfi | (a(x) - Αi) | ÕΒÎK(a(x) - Β). Wegen
Satz 8.16 gilt alsofi | (a(x)

q - a(x). Da alle fi irreduzibel und paarweise verschieden
sind (wegen ggT( f , f ¢) = 1), gilt also f | a(x)q - a(x). Sei nun umgekehrta so, dass
f | a(x)q - a(x), undi Î {1,¼, r}. Dann gilt fi | ÕΒÎK(a(x) - Β). Da fi irreduzibel über
K ist, teilt es einen der Faktoren.

Wegen des Chinesischen Restsatzes gibt es für jedesr-Tupel (Α1,¼,Αr) Î Kr genau
ein Polynoma vom Grad£ n-1, sodassfi | a(x)-Αi für alle i Î {1,¼, r}. Folglich hat
das Gleichungssystem(Q- I ) ×a = 0 genauqr Lösungen, die Dimension des Nullraums
ist alsor. à
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