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KAPITEL 1

Elementare Zahlentheorie

Wir kiirzen die Menge der ganzen Zahlen @iund die Mengél, 2, 3, ...} der natir-
lichen Zahlen miiN ab.

1. Primfaktorzerlegung
DEFINITION 1.1 (Primzahl). Eine Zahp € N ist genau dann einBrimzah| wenn
p > 1, und fir allea, be N mit p=a- bgilt, dassa = 1 oderb = 1.
DEFINITION 1.2 (Teilbarkeit). Seiem,y e Z. Die Zahlx teilt ygenau dann, wenn es
einz e Z gibt, sodasy = z- xist.

Wir schreiben dann auch| y, und die Zahly ist einVielfaches/on x.

DEFINITION 1.3 (Ideal). Eine Teilmengkevon Z ist einldealvonZ, wenn

1) 1 # Q.
(2) Fur allei, j eI liegtauchi — jin|.
(3) Furalleze Z und allei € 1 liegtauchz-iinl.

BEISPIELE 1.4.

(1) Die Menge{z- 2|z € 7} ist ein Ideal vorZ.
(2) Die Menge{z- 5|z € 7} ist ein Ideal vorZ.
(3) Die Menge{0} ist ein Ideal vor?.

(4) Nist kein Ideal vor?.

SATz 1.5. Seil ein Ideal vorZ. Dann gibt es ein & |, sodass
(1.2) | ={z-alze Z}.

Beweis:Seil ein Ideal vonZ. Wir wollen eina € | finden, sodass (1.1) erfillt ist.

« 1. Fall: | enthalt kein Element ungleidh Dann giltl = {0}, und wir wahlen
a=_0.

« 2. Fall: | enthalt ein Element ungleict: Dann gibt es auch eibh € | mit
b > 0. Wir definierena durch

a:=min{bel|b>0}.
1
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Nun zeigen wir, dasa das gewlnschte Element ist, d.h., wir zeigen:
(1.2) | ={z-alze Z}.

“D": Sei x ein Element aus der Menge auf rechten Seite von (1.2). Dann
gibtes eirz € Z, sodasx = z-a. Nun liegtain I, da wir jaa als ein Element
von | ausgewéhlt haben. Wegen der Idealeigenschaft (2) aus mefidi.3
liegt auchz- ain |. Somit liegtx = z- aauch in der linken Seite von (1.2).

“C”: Wir fixieren ¢ € | und zeigen, dassein Vielfaches vora ist. Durch
Division erhalten wige Z,r € {0, 1, ..., a— 1}, sodass

c=q-a+r.

Daheristr = c—q-a. Nun liegtcin I; ebenso liega € |. Daher liegen auch
g-aundc-q-ainl. Somit folgt, dass auche | liegt. Wegerr < a folgt
aus der Minimalitat vom, dass = 0 ist. Daher ist ein Vielfaches vora. m

Wir schreiben flifa- z|ze Z} aucha - Z oder(a) und bezeichnen es atlas von a
erzeugte ldealFur ein Ideall heildt jedesh € Z mit | = b- Z aucherzeugendes
Elementvonl.

SaTz 1.6 (Fundamentallemmajpei p eine Primzahl, und seien aghZ. Falls p ein
Produkt a- b teilt, so teilt p einen der beiden Faktoren a oder b.

Beweis:Wir definierenl durchl := {xe Z : pteilta-x}. Wir zeigen zunachst, dass
| ein Ideal ist. Die Idealeigenschaften (1) und (2) aus Dédini{1.3) folgen daraus,
dass fur allex;, X, € | undu,ve Z auchu- x, + v- X, in | liegt. Das gilt, weilp, falls
esa- X, unda- x, teilt, aucha- (u- x, + v- x,) teilt. Wegen Oe | ist| nicht die leere
Menge.

Das Ideal besitzt ein erzeugendes Elemenba wegerp € | das Ideal nicht gleich
{0} ist, kbnnen wirc > 0 wahlen. Wir erhalten also= (c).

Nun liegtp aber inl. Daher gibt es eiz € Z, sodas$ = z- c. DapundcinN liegen,
ist diesex positiv. Dap primist, istz= 1 oderc = 1.

« 1. Fall: z = 1: Dann giltp = c. Da laut Voraussetzung die Zahla - b teilt,
gilt b € I. Das heil3b € (c). Also istb Vielfaches vorc = p; pteilt alsob.
« 2. Fall: ¢ = 1: Dann liegt 1 inl. Aus der Definition vor erhalten wir

pla-1.
Somit teiltp die Zahla. m

SaTz 1.7 (Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegunggi(p,|i € N) =
(2,3,5,7,11, ...) die Folge aller Primzahlen, und seia N. Dann gibt es genau eine
Funktiona : N - N, mit folgenden Eigenschaften:

(1) {i e N|a(i) > 0} ist endlich.

a(1)

(2) n= HiGN pl
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Beweis:Wir zeigen zunachst durch Induktion naghdass es ein solchesgibt. Fur

n = 1 setzen wira(i) := O fur allei € N. Firn > 1 seiq der kleinste Teiler von
nmitq > 1. Die Zahlq ist eine Primzahl; es gibt alsp € N mit g = p,. Nach

Induktionsvoraussetzung gibt s N - Ny mit

n B0
g~ 11
ieN
also giltn = g - ienyj) p
Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Seiengs : N - N; so, dassi € N|«(i) > 0} und
{i e N|B(i) > 0} beide endlich sind und
a(i) B
l—[ pi = l—[ pi .
ieN ieN
Wir zeigen, dass fir allg € N qgilt: a(j) = B(j). Sei dazuj € N. Wir nehmen an

a()) > B()). Dann gilt
a())-B() a(i) B
i []e =0
ieM(j) ieM(j)

Nach Satz 1.6 teilp; also einp’ig(i) miti # j. Im Fall 3(i) = 0 widerspricht dap; > 1,
im Fall (i) > 0 gilt p; | p,. Dap, eine Primzahl ist, gilt danp; = p;, im Widerspruch
zui#j.m

UBUNGSAUFGABEN 1.8.

(1) [RU87, p. 28] Seip,, die n-te Primzahl, d. hp; = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie

p, < 2@,
Hinweis: Euklids Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen giaKP1, Buch IX, Satz 20], 270 v.Chr.) beruht
auf folgender Uberlegung: SeieR, d,, ..., g, Primzahlen. Dann ist der kleinste positive Teiler wgn d,---q, + 1
eine Primzahl, die von allegy verschieden ist.

(2) Seip, dien-te Primzanhl, d. hp, = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne die Eindeutigkeit der Pritofakrlegung
zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a
b

I p%
I piﬁi,

wobeia;, B; € Ny, und fast alley;, 8, = 0 sind, dann gila| b genau dann, wenn fiir alles N gilt, dassa; < g; ist.
(Zeigen Sie, dass diese Aussage fir alle Primfaktorzemtpeyu vona und b gilt. Folgt daraus die Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung?)
(3) Welche Zahlem € N erfullen folgende Eigenschaft?
Fur allea,be Z mitq| a- bgilt q| aoder es gibt eim € N, sodasg | b".
(4) Zeigen Sie, dass der Durchschnitt beliebig vieler lel@anzZ wieder ein Ideal voiZ ist.

2. Der grof3te gemeinsame Teiler

In diesem Abschnitt werden wir eine Methode vorstellen, gi€ifd3ten unter allen ge-
meinsamen Teilern zweier Zahlen zu finden: &eiklidischen ggT-Algorithmus
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DEFINITION 1.9 (Grol3ter gemeinsamer Teiler). Fur zwei Zatdebe Z (nicht beide
0) ist ggT(a, b) die grofdte Zaht € N mit z| aundz| b.

Erstaunlicherweise lasst sich der ggT zweier Zahlen imisdrinearkombination die-
ser Zahlen schreiben.

SaTz 1.10. Seien a, ke Z (nicht beide 0). Dann gilt:

(1) Es gibtu,ve Z, sodasggT(a,b) =u-a+v-b.
(2) Der ggT ist nicht nur der gré3te der gemeinsamen Teiler, eaush Vielfa-
ches jedes gemeinsamen Teilers.

Die zweite Bedingung bedeutet, dass fur aéeZ mitt | aundt | bautomatisch auch
t 1 ggT(a, b erfullt ist.

Beweis von Satz 1.1&eil definiert durch
| = {ua+vblu,ve Z}.

| ist ein Ideal vorZ. Seic ein positives erzeugendes Element Voi/egena € | gilt,
dassa Vielfaches vorc ist. Ebenso gilt | b.

Wir zeigen nun, dassnicht nur ein gemeinsamer Teiler varundb ist, sondern dass
cauch ein Vielfaches jedes weiteren gemeinsamen TeileSasalsd € N eine Zahl,
die a undb teilt. Es gilt:a € (t) undb € (t). Fallsa undb in (t) liegen, muss aber
jedes Element ausin (t) liegen. Das gilt, weilt) die Idealeigenschaften (1) und (2)
von Definition 1.3 erfillt. Es gilt also

| C ().
Insbesondere liegt darin (t). Daher giltt | c.

Die Zahlc wird also von jedem weiteren gemeinsamen Teiler aamdb geteilt, und
ist somit der grof3te gemeinsame Teilwr.

SaTz 1.11. Seien a, b, & Z, sodasggT(a,b) = 1. Fallsa| b- ¢, dann gilt auch 4 c.

Beweis:Es gibtu, ve Z, sodass
l=u-a+v-h.
Weil a| uag und da wegear | bcaucha | vbcgilt, gilt auch
al (ua+ vbyc;
alsoaucha|c. m
UBUNGSAUFGABEN 1.12.

(1) Seiena,b,xe Nundu,ve Z so, dass
X = ua+ vb.

Zeigen Sie: Wenm sowohla als auctb teilt, so giltx = ggT(a, b).



2. DER GROSSTE GEMEINSAME TEILER 5

(2) Seiena,beN,ye Z so,dasaly, bly, ggT(a,b = 1. Zeigen Sie (ohne Primfaktorzerlegung):b|y.
(3) Seiena,be Z (nicht beide 0), und séi € N. Zeigen Sie: ggika, kb = kggT(a, b). Gelingt es Ihnen, ggka, kb |
ggT(a, b auch ohne Verwendung der Primfaktorenzerlegung zu zeigen?
(4) Seiena,ce Z,b,d e N. Zeigen Sie: Wenn die BriJch% undg gekdurzt, und die Nenndrundd teilerfremd sind,
so ist auch der BrucREE gekiirzt.
(5) SeineN, und seieray, &, ..., &, in N. Wir definierenG,, G, undG; durch:
(@) Gy(&y) := 2y, Gy(ay, 8, .. &) = 9GT(Gy(8y, By, -, Bn_1)s &n)-
(b) Gy(ay,ay,...,ay) :=maxzeN : z| g firallei € {1,2,...,n}}.
(€) G3:=minzeN : esgibtly,A,,...,A, € Z, sodasg = Tty 4;a).
Zeigen Sie, das§,, G, undG; gleich sind.
(6) Seip, dien-te Primzanhl, d. hp, = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne die Eindeutigkeit der Pritofakrlegung
zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a
b

I p%
I piﬁi,

wobeia;,8; € Ny, und fast alley;, 8; = 0 sind, dann gilt

ggT(a,b = n pimi”(”i 8

Es ist einfach, aus den Primfaktorzerlegungen samdb den ggT vona und b zu
bestimmen. Es kann aber sehr rechenaufwendig sein, didaRtorzerlegung einer
Zahl zu bestimmen. Schneller kann man den ggT mit &klidischen Algorithmus
berechnen, der ohne die Primfaktorzerlegungen auskommit.

SATz 1.13. Seien a, ke Z, nicht beide 0 und seiz Z. Dann gilt:
ggT(a,b=ggT(@a+z-b,b.

So gilt zum Beispiel gg125, 15) = ggT (40, 15).
Beweis:Wir zeigen, dass nicht nur der ggT, sondern sogar die Mengegaemeinsa-
men Teiler der beiden Zahlenpaare gleich sind. Wir zeigso al

{t :tlaundt|b}=1{t : t|a+zbundt|b}.

“c" Fallst sowohla als auch teilt, dann aucla+ zbundb. “2"; Fallst sowohla+ zh,
als auchb teilt, dann auchka + zb— zbundb, also aucta undb.m

Das nitzen wir jetzt moglichst geschickt aus, um @gi7, 33) zu berechnen:
ggT(147,33) = ggT(147— 4-33,33)
=0ggT (15,33
=0ggT(1533-2-15
=09T(153)
=ggT(0,3)
=3.

Gunstig ist es als@ so zu wahlen, dass+ zbder Rest vora bei der Division durchb
wird.
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Mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithmus findeamnicht nur den ggT von
aundb, sondern auch, ve Z, sodass gilt:

ggT(a,b=u-a+v-h.
BEISPIEL 1.14. Berechnen wir nochmals gd®7, 33), und schreiben dies so:

147 33

147 1 0 (147=1-147+0-33
33| 0 1 (33=0-147+1-33
15| 1 -4 (15=1-146-4-33

3] -2 9 (3=-2-147+9-33

0

UBUNGSAUFGABEN 1.15.

(1) Bestimmen Sie fua undb jeweils ggTa, b), und zwei ganze Zahlem, v e Z, sodass
ggT(@a,b=u-a+v-b.

(a) a=254,b=120.
(b) a=71,b=79.
(c) a=610,b=0987.

3. Das kleinste gemeinsame Vielfache

Sinda,b € Z, so nennt man jede Zakl € Z, die vona und b geteilt wird, ein
gemeinsames Vielfaches varundb. Unter allen gemeinsamen Vielfachen zeichnen
wir das kleinste aus.

DEFINITION 1.16. Es seien,be 7\ {0}. Dann ist kg\a, b) definiert durch
kgV(a,b=min{veN : alvundb]v}.

Die Menge aller positiven gemeinsamen Vielfachen ist jaafive Z \ {0} nicht leer,

da si€la- bl enthalt.

SATz 1.17. Seien a,be Z\{0}, und sei se Z so, dass d s und b| s. Dann gilt:

kgV (a, b | s. Jedes gemeinsame Vielfache ist also ein Vielfachdeyles

Beweis:Wir betrachtena) = {a-z|ze Z} und(b) = {b- z| ze Z}. Der Durchschnitt
zweier Ideale ist wieder ein Ideal, und @ und(b) Ideale sind, ista) N (b) auch ein
Ideal. Es gibt als@ € Z, sodass

©=@nNMh.

Wegenc € (a) ist ¢ ein Vielfaches vora, und ebenso ein Vielfaches vénSei nuns
ein weiteres gemeinsames Vielfaches samdb. Dasin (a) N (b) liegt, liegtsauch in
(), und ist somit Vielfaches voa. Also istc daskleinstegemeinsame Vielfache und
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teilt jedes gemeinsame Vielfache vanindb. m

Zwischen ggT und kgV kann man folgenden Zusammenhang Herste

SaTz 1.18. Seien a, ke N. Dann giltggT(a, b - kgV (a,b) = a- b.

Beweis:Wir verwenden die Primfaktorzerlegung var= T[] pivi, undb =[] pir' Aus

dem Fundamentallemma (Satz 1.6) (bzw. Ubung 1.12 (6)) kazm nerleiten, dass

dann gelten muss:

min(v;,c;)

ggT(a,b = TIpi

ma)(yivoT)

kgV(a,b = TIpi :

Daraus folgt:

(min(vi 07)+max(v; 'Cri))
[

pi

1—[ pi(vi +07)

a-b.

ggT(a, b - kgV (a, b

|
UBUNGSAUFGABEN 1.19.

(1) Zeigen Sie ohne Verwendung der Primfaktorzerlegungs fizr allea, be N gilt:
kgV(a,b -ggT(@a,b =a-b.

Hinweis: Zeigen Sie dazab| ggT(a, b - kgV(a, b und kg\Ma, b) |
(2) Seiena, b, ce N. Zeigen Sie:
(a) ggTggT(a, b, c) = ggT(a ggTib, o).
(b) kgV(kgV(a,b),c) = kgV(a,kgV(b, 0).
(c) ggTtkgV(a, b, c) = kgV(ggT(a, ©), ggTib, o).
(d) kgV(ggTia, b, 0) = ggTkgV(a, 0, kgV(b, 0).
(3) Sein e N, und seieray, &, ..., &, in N. Wir definierenK; undK, durch:
(@) Ky(ay) =2y, Ky(@g,8p, ..., 8) = kgV(K1(8y, 8y, ..., 8y_1)s &n)-
(b) Ky@g,ay,...,a,) :=minfzeN : g | zfurallei € {1,2,...,n}}.
Zeigen Sie, dask; undK, gleich sind.
(4) SeineN, und seieray, &, ..., &, in N. Wir definierenK, durch

ab
ggT@b -

Ko(@y, 8y, ...,8)) :=minfzeN : g | zfurallei € {1,2,...,n}}.

Zeigen Sie, dass alle ganzen Zahlen, die Vielfaches eides @& sind, auch ein Vielfaches vat,(a;, &, ..., a,)
sind.

(5) Seip, dien-te Primzahl, d. hp; = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie, auch ohne die Eindeutigkeit der Prirofaktlegung
zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a
b

IT py
I1 pr”i,

wobeia;,8; € Ny, und fast alley;, 8; = 0 sind, dann gilt

kgV(a, b= H B maxa; ;)
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4. L6sen von Kongruenzen

DEFINITION 1.20. Sen € Z. Dann definieren wir eine Relatiag, aufZ durch
a=s ,b:enla-bfira,be Z.

Fira =, b schreiben wir aucla = b (modn) und sagen: 4 ist kongruento modulo
n.”

SATZ 1.21. Seien a, &= Z (nicht beide= 0), und sei be Z. Dann sind die folgenden
Bedingungen aquivalent:

(1) Die Kongruenz ax b (modc)istlésbar, d. h., es gibtg Z sodass ¢ a-y-b.
(2) ggT(a, 0 teilt b.

Beweis:(1) = (2): Seix eine Losung, d.hc | ax— b. Fallsc die Zahlax — b teilt, dann
gilt erst recht

ggT(a, 0| ax-h.
ggT(a, o teilt a, also gilt ggT(a, o | b.
(2) = (1): Aufgrund der Voraussetzungen existiert eia Z, sodass

ggT(@,0-z=h.
Aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus bekommenuyire Z mit

ggT(a,00=u-a+Vv-C.

Es gilt dann

(ua+ve)-z=Dhb,
also

a-uz+c-vz=b,
und somit

a-(ug =b (modc).
Also istx := uzLAdsung vonax = b(modc). m
SATZz 1.22. Seien a, &= Z (nicht beide= 0), und sei be Z. Sei x eine Lésung von
(1.3) ax=b (modo.

Dann ist die Losungsmenge v(ih3)gegeben durch:

C
L:{X0+kW|kEZ}
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Beweis:* 2" Wir setzen zunachst, + k75 ein und erhalten
C —
a(XO + kggT(a,c)) - aXO + akggT(a 0
=, b+akyas
= b+ ckerag
EC
Daher istx, + kgz7iag Wirklich eine Losung.

“C": Seix, Lésung vorax = b (modc) . Zu zeigen istig | (X — ). Dax, undx,
Losungen sind, gilax, = b (modc) undax, = b (modc) Daher gilt

a(x, — %) =0 (modc),

oder, aquivalent dazu,

cla(x, —X)-.
Daher gilt auch
C | a -(X B Xo)
99T(@, 0 ggT@o ‘' '
Da
C a
T , =
99 (ggT(a, 0 ggT(, c))
gilt
C
99T @0 | (%= %)
|

KOROLLAR 1.23. Seien a, &= Z (nicht beide= 0), seibe 7, sodasggT(a, o | b, und
sei % eine Losung von ax b (modc) ist. Dann ist die Kongruenz ax b (modc)

aquivalent zu » X, (mod ALY c))

UBUNGSAUFGABEN 1.24.

(1) Losen Sie die Gleichung
207x = 18 (mod 1989

inz!
(2) Bestimmen Sie fur alla,ce N, b € Z, wieviele Lésungen ir0, 1, ..., c — 1} die Gleichunga- x = b (modc) hat.

Wir betrachten nun Systeme von zwei Kongruenzen, also Systker Form

x=a, (modm,)
x=a, (modm,),
wobeim;, m, e Nunda,, a, € Z.
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BEISPIELE 1.25. Das System
x=1 (mod2
x=0 (mod 4
kann nicht I6sbar sein, denn eine Losung Z musste sowohl gerade als auch unge-
rade sein. Das System
Xx=1 (mod?2
Xx=2 (modH
hingegen hat zum Beispiel die Lo6surg 7.
SATZ 1.26. Seien g a, € Z, m;, m, € N. Das System
Xx=a, (modm
X=a, (modm,
ist genau dann losbar, wergyT(m,, m,) | (&, — a,).

Beweis:“=": Wir nehmen an, dass Losung ist. Dann giltm, | (x—a,) undm, |
(x - a,). Daher gilt auch gg{m,, m,) | (x— a,) und ggTm;, m,) | (X — &), und somit
99T (my, my) | (x - ay) — (x - ay) = (a, — ay).

“<” Es gibtu,ve Z, sodass
u-m+v-m, = ggT(m,m)
k-um+k-v-m, = a —-a,
a+k-vm, = a-k-um

R ——

daher isix := a, — kum LOsung des Systems. O

Der Beweis liefert auch gleich ein Lésungsverfahren.

Beispiel: Wir l6sen:

X =2 (mod 15

X =8 (mod 2)
Da ggT(15,21) = 3 und 3| (2 - 8) ist das System losbar. Wir berechnen jetzt diesen
ggT undKofaktoren(d.h. Koeffizienten fir eine Linearkombination von 15 und @&#
den ggT ergibt).
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und erhalten daraus33-15-2-21.

3-15-2-21 = 3
(-6)-15+4-21 = 2-8
8+4.21 = 2+6-15
=92 =92

Daher erhalten wir eine Losung= 92.

Der folgende Satz gibt an, wie wir aus einer Lésung der Koagzualle Lésungen
erhalten.

SATZz 1.27. Sei % eine Losung von
x=a, (modm,)

x=a, (modm,).
Dann gilt fur die Losungmenge L

L = {% +k-kgV(m, m,) ke Z]}.

Beweis:* D" Wir setzen
Xo + K- kgV (my, m,)
in die erste Kongruenz ein und erhalten
(% +k-kgV(m, m)) =a, (modm,).
Das gleiche qilt fur die zweite Kongruenz.
“c” Wir fixieren x, € L. Um zu zeigen, dass, € {x,+k-kgV(m, m) [k e Z},
zeigen wir, dasg, — X, ein Vielfaches von kg\m,, m,) ist. Wir wissen ja, dass

X=a
X=a,

modm,
modm,

Daher gilt(x, — %) = 0 (modm,) und somitm, | (x, — X,). Ebenso zeigt man, dass
m, | (X, — %) gilt.
Da das kgV jedes gemeinsame Vielfache teilt, gilt Koy, m,) | (x, — X,). m

UBUNGSAUFGABEN 1.28.

(1) Losen Sie folgendes System von Kongruenzen!

x =22 (mod 26
X =26 (mod 37

(2) Seienm;, m, € N. Wieviele Losungen if0,1,...,m; - m, — 1} hat das System

x=a, (modmy)
x=a, (modm,)?
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Die folgenden Satze zeigen uns, wie man das Losen von Syst@asemehr als zwei
Kongruenzen auf das Losen von Systemen aus zwei Kongruenréckfihren kann.
Der erste Satz zeigt, dass man ein System von Kongruenzeh dine einzige Kon-
gruenz ersetzen kann — vorausgesetzt, man kennt zumeidekbsung des Systems.

SATZ 1.29.Seienre N, m;,m,,....m eNund g, a,, ..., a € Z. Falls das System

x=a, (mod ml;
(1.4) x=a, (modm,
X=a ('mod m)

eine Losung xhat, dann ist(1.4) aquivalent zu
X =%, (mod kg\Mm,, m,, ..., m)).
Beweisskizzd-allsx, eine Losung ist, dann ist auch jedes
X+ k-kgvVim,m, ...,m)
eine Losung. Andererseits haben zwei verschiedene Losutggleichen Reste mo-

dulo jedemm,, ihre Differenz ist daher ein gemeinsames Vielfacheshgemd somit
ein Vielfaches des kg\Vm

Wir schreiben:

m, Vm,
m, A m,.

kgVv (ml’ mz)
ggT (my, my)

Es gilt dann:
PROPOSITION1.30. Seien a, b, & N. Dann gilt:

(1) aAN(@vb=a,

(2) avV(@Ab)=a,

3) @AbyAc=aA(bAo),

4) avbVvc=aV(bVo,

(5) aA(bVc)=(aAb)V(aAc),

(6) aV(bAc)=(@VvbA@Veo).
Der folgende Satz sagt, wann ein System von Kongruenzean@sth
SATz 1.31 (Chinesischer Restsat8eienre N, a,, ..., 8, € Z,
m,...,m € Z\{0}. Dann sind folgende drei Aussagen aquivalent.

(1) Es gibt xe Z, sodass

X=a,

XEa2

modm,
modm,

X=a (r'nodmr).
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(2) Furallei, je{1,2,...,r}istdas System
x=a (modm)

x=a (mod mj)

|6sbar.
(3) Furallei, je{1,2,...,r}qilt

ggT(m,m) |3 - a;.

Beweis: (1) = (2)” ist offensichtlich. “(2)< (3)” gilt wegen Satz 1.26.

“(3) = (1)": Wir zeigen durch Induktion nach dass jedes System aukongruenzen,
fur das die Bedingung (3) erflillt ist, I6sbar ist. Ein Systeus zwei Kongruenzen ist
wegen Satz 1.26 Idsbar. Um ein System vofmit r > 3) Kongruenzen zu l6sen,
bestimmen wir zuerst nach Induktionsvoraussetzung sodass

y=a, (modm,),....,y=a, (modm).
Wegen Satz 1.29 ist= a, (modm,),...,x=a, (modm,)aquivalent zu

x=a, (modm,)

(1.5) x=y (modm,V...vVm).

Jetzt missen wir zeigen, dass (1.5) l6sbar ist. Das gilt Bath1.26 genau dann, wenn
(1.6) mAMV...Vvm)ly-a,.
EsgiltaA (bVc)=(aAb)V(aAc). Daherist (1.6) aquivalent zu
(M AM)V(mAM)V...V(imAm) | y-a,.
Wir zeigen dazu, dass fiie 1 gilt:
(1.7) (mAmM) [ (y-ay.
Wir wissen aber

y-a =m qG-a =(mam,) 0.

Das beweist, dass fir alle> 1 gilt (m Amy) | (y— a)). Nun ist jedes gemeinsame
Vielfache eine Vielfaches des kleinsten gemeinsamenadgakn, und somit gilt (1.6).
[

BEIsPIEL 1.32. Wir I6sen folgendes System

2 (mod 15
8 (mod 21
7 (mod 55

(1.8)

X X X
e
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Wir kennen bereits die Lésungen van= 2 (mod 15, x = 8 (mod 2J). Das Sy-
stem (1.8) ist daher aquivalent zu

X =92 (mod 105
Xx=7 (mod55.

Wir berechnen gg{b5, 105 und die Kofaktoren nach dem Euklidschen Algorithmus
und erhalten

105 55
105 1 O
551 0 1
50 1 -1
5| -1 2
0

und daher

(-1)-105+2-55 = 5
(-17)-105+34.55 = 92-7
7+34.55 = 92+17-105

Daraus erhalten wir also, dass 1877 die Lésung ist, alsog&belie Lésungsmenge
folgendermal3en an:

L = {xeZ]|x=1877 (mod 1155}
{xe Z|x=722 (mod 1155}.

UBUNGSAUFGABEN 1.33.

(1) Finden Sie alle Lésungen i von

X =26 (mod 59
x =82 (mod 89
x =124 (mod 126.

(2) Finden Sie alle L6sungen i von
x=3 (mod 9
Xx=8 (mod 9
x=1 (mod 25.

(3) Seiena, b, ce Z. Bestimmen Sie fiir alla, b, ce Z, ob die Gleichung
a-x+b-y=c

in Z x Z l6sbar ist, und bestimmen Sie alle Losungen.
(4) Bestimmen Sie eine Losung #® von

12x+ 15y + 20z = 1.
(5) Bestimmen Sie alle Lésungen#? von

12x+ 15y + 20z = 1.
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(6) SeiT eine endliche Teilmenge vo#. Eine Funktionf : T — Z hei3tkompatibelgenau dann, wenn fiir alle
X1, % € T mit x; # X, der Quotientf(xi)%;z(xz) ganzzahlig ist.

Sei f eine beliebige kompatible Funktion auf einer endlicherinfengeT von Z, und seiz € Z \ T. Zeigen
Sie: Es gibt eine kompatible Funktign T U {z} » Z, sodassgyt) = f(t) furallet € T.

Hinweis: Die Funktiong heiftkompatible Erweiterungon f auf T U {z}. Sie miissen nur ein passend¢sn
finden. Stellen Sie dazu ein System von Kongruenzen auf, eamgiz) Lésung sein muss, und zeigen Sie, dass
dieses System Iosbar ist.

(7) Eine Funktionf : Z - Z heiRtkompatibelgenau dann, wenn fiir allg, X, € Z mit x; # x, der Quotient%
ganzzahlig ist. Zeigen Sie, dass folgende Funktionen kabeglaind:
(@ f=x"firneN,
(b) foo=12(}).
(8) Eine Funktionf : Z - Z heiRtkompatibelgenau dann, wenn fiir alig, X, € Z mit x; # x, der Quotient%
ganzzahlig ist. Zeigen Sie, dass die Menge der kompatiblekttonen vorZ tberabzéhlbar ist.






KAPITEL 2

Teilbarkeit in Integritatsbereichen

1. Kommutative Ringe mit Eins

DEFINITION 2.1. Eine AlgebraR,+, —,-,0, 1) ist ein kommutativer Ring mit Eins
wenn+, - bindre Operationen alR sind, — eine unare Operation al ist, und Q1
Elemente auR sind, sodass fiur allg,y, z € R die folgenden Eigenschaften erfillt
sind:

(1) x+0=x

2) x+(=x) =0

B) X+y)+z=x+(y+2

(4) Xx+y=y+X

(5) (X-y)-z=x-(y-2

(6) x-y=y-x

(7) x-1=x

B) x-(y+2=X-y+X-2
Satz 2.2. Sei(R,+, —, -, 0, 1) ein kommutativer Ring mit, und seien x, ¥= R. Dann
gilt

(1) —(=() =x

(2) x-0=0.

(B) —(X-y) = (=X) -y =X- (=Y).

Beweis:(1): =(-X) = =(-X) + 0 = 0+ (—=(=X)) = X+ (=X)) + (—=(=X)) = X+ ((—X) +
(=(=X) =X+0=X%.(2):x-0=%x-0+0 = X- 0+ (X- 0+ (—=x-0)) = X-0+Xx-0)+(—x-0) =
X-(0+0)+(—x-0)=x-0+(-=x-0) = 0. (3): Wir verwenden jetzt aul3er den bei der
Definition von kommutativen Ringen verwendeten Gleichumgech die Folgerungen,
dassfir allz € Rauch(-2+z=0und 0+ z=zgilt. —=(X-y) = =(X-y) +Xx-0 =
—(XY)HXYH(=Y)) = —(XY)HEYHX(=Y)) = (XY +XY)+X(=Y) = 0+x:(=Y) = X(-Y).
Mithilfe des Kommutativgesetzes folgt nun auetx) -y = —(x-y). m

2. ldeale

DEFINITION 2.3. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins. Eine nichtleere Teilmemge
vonRist einldeal von R, wenn fur aller € Rundi, j € | auchr -i e l undi + j € |

gilt.
17
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Aus dieser Definition sieht man, dass der Durchschnitt veialkeh vorR wieder ein
Ideal vonR ist.

DEFINITION 2.4. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins, und séi eine Teilmenge
vonR. Dann ist davon A erzeugte lded), definiert durch

(A)g = ﬂ{l |1 Ideal vonRundA ¢ 1}.

SATZ 2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und set R. Dann gilt
n

Pe=1) raIneN,a,...a,cArn, . ..r Rl

i=1

Beweis:SeiJ := {} rialneNya,...,a, € Ar,....r, e Rl. Da0e J, und daJ
abgeschlossen unterund unter Multipkation mit Elementen vdiist, istJ ein Ideal
von R. Aul3erdem gilt offensichtlicih c J. J ist also ein Ideal voiR mit A ¢ J. Aus
der Definition vorA)y als Durchschnitt aller solchen Ideale sieht man &g c J.

Um die Inklusiond c (A), zu zeigen, wahlen wir ein Elemente J. Es gibt also
neNya,...,a € Aundr,,....r, € R sodasg = }!, r,a. Aus der Definition von
(A)g sehen wir, dash c (A), gilt. Damit liegt jedesa, in (A)g. Da(A), ein Ideal von
Rist, liegt also auch jeder Summangé, in (A)g, und schlie3lich auch die Sumnmes

DEFINITION 2.6. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins, und skiein ldeal vonR.
Das Ideall ist einHauptidealvon R, wenn es eira € R gibt, sodas$ = ({a})g. Wir
schreiben flK{a}), = Raauch kirze(a).

UBUNGSAUFGABEN2.7.

(1) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob dasienMengeS erzeugte IdealS) des RingR gleich dem
ganzen RindR ist!
(a) R=27,S={10570,42,30}.
(b) R=Zx27,5={(4,3),(6,5).
() R=2Z44;, S={[75]10}-
(2) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob dasieoMengeS erzeugte IdealS) des RingdR[x, y] gleich
dem ganzen Ring[X, y] ist!
(@) S={xy,Ry+1}.
(b) S= {3y, xy¥ +1).
(€) S={xy+x1+Yy3).
(3) (Zornsches Lemma) S& ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ideal vdRist maxima) wenn es ein maximales
Element in
{I'|l ist Ideal vonRund| + R}

ist. Zeigen Sie, dass jedes vBverschiedene Ideal in einem maximalen Ideal ®anthalten ist! Wo verwenden
Sie, dasR ein Einselement hat?

3. Integritatsbereiche

Ein kommutativer Ring mit EinR ist ein Integritatsbereichwenn er zumindest zwei
Elemente hat und fiir alle, bmit a # 0 undb + 0 auchab + 0 gilt.
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DEFINITION 2.8. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins, und seianbe R. Dann gilt
a| b, wenn es eim € Rgibt, sodas$ = ra.

DEFINITION 2.9. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins.

« Ein Elementu € Ristinvertierbar, wenn es eitv € Rmit uv = 1 gibt.

Ein Elementp € Rist prim, wenn es nicht invertierbar ist, und fir alleb e
Rmit p|abgilt: plaoderp| b.

Ein Elementr € Ristirreduzibel wenn es nicht invertierbar ist, und fur alle
s,te Rmitr = stgilt: sist invertierbar odet ist invertierbar.

Zwei Elementea, b € R sindassoziierf wenn es ein invertierbares Element
u e Rgibt, sodasswu = b. Wir schreiben dana ~ b odera ~¢ b.

LEMMA 2.10. Sei R ein Integritatsbereich, und sei p ein primes ElementRanit
p # 0. Dann ist p irreduzibel.

Beweis:Sei p prim, p # 0, und seiers,t € R so, dasg = st. Dann giltp | st. Da
p primist, gilt p | soderp | t. Im Fall p | sgibt es eins; € R, sodasgps, = s.
Durch Multiplikation dieser Gleichung mit erhalten wirpst = st = p. Also gilt
p(s;t — 1) = 0. Wegenp # 0 ist alsot invertierbar. Im Fallp | t erhalten wir analog,
dasssinvertierbar istm

UBUNGSAUFGABEN2.11.

(1) (Invertierbare Elemente) SRiein kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie:
(a) Das Produkt invertierbarer Elemente ist wieder ineelpgr.
(b) Jeder Teiler eines invertierbaren Elements ist inedytr.
(c) Ein Element € Rist genau dann invertierbar, wenn das varzeugte Idealr) gleichRiist.
(2) (Integritatsbereiche) Zeigen Sie, dass jeder endliotegyritétsbereich ein Korper istd{nweis: Betrachten Sie fur
r # 0 die Abbildungx - r - x.)
(3) (Prime Elemente) S& ein Integritatsbereich. Ein Idealvon R ist prim, wennl + Rund fur allea,b € R gilt:
a-bel = (ael oderbel). Zeigen Sie:
(a) Ein Element ist genau dann prim, wenn das Hauptidgalprim ist.
(b) Wennr prim undu invertierbar ist, so ist auch- u prim.
(4) (Einfache Ringe) Ein RingR ist einfach wenn er keine Ideale auR&} und R hat. Zeigen Sie, dass die beiden
folgenden Behauptungen aquivalent sind:
(a) Ristein einfacher kommutativer Ring mit Eins, ulitfi> 2.
(b) Rist ein Korper.
(5) (Irreduzible Elemente) S& ein Integritatsbereich, und see Rmitr + 0.
(a) Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen aquivalent sind.
() ristirreduzibel.
(ii) Das Ideal(r) ist ein maximales Element in der Menge aller HauptidealeRatie ungleichR sind.
(b) Zeigen Sie: Wenn irreduzibel ist, ist auch jedes zwuassoziierte Element irreduzibel.

4. Euklidische Integritatsbereiche

DEFINITION 2.12. SeiR ein Integritatsbereich. Der IntegritatsbereRst ein Eukli-
discher Bereichwenn es eine Funktiofi: R\ {0} — N, gibt, sodass folgendes gilt.

(1) Fur allea, be R\ {0} gilt 6(a) < d(ab).
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(2) Furallea,be Rmitb + 0 gibtesqg, r € R, sodass
(@ a=bqg+r,und
(b) r = 0 oderd(r) < 6(b).

SaTz 2.13. Der RingZ ist ein Euklidischer Bereich.

Beweis:Die Funktiond(z) := |7 fur ze Z \ {0} leistet das Gewlnschtm.
SATZ 2.14. Sei K ein Korper, und sei K] der Polynomring tber K. Dann ist[] ein
Euklidischer Bereich.
Beweis:Wir setzeny(f) := deq f). m
DEFINITION 2.15. SeiZ][i] die Teilmenge der komplexen Zahlen, die durch
Z[i] :={a+bila,be 7}

definiert ist. Als Operationen verwenden wir die Additiorduviultiplikation der kom-
plexen Zahlen. Dann nennen w{i] denRing der Gauldschen ganzen Zahlen

SATZz 2.16. Z]i] ist ein Euklidischer Bereich.
Beweis:Als Unterring des Korper€ ist Z[i] ein Integritatsbereich. Wir definieren

nund(x + yi) := x% + y? fur allex,y € Z. Dann gilté(z, - z,) = §(z) - 6(z,) fur alle
2,,Z, € ZJi], und somit ist Eigenschaft (1) von Definition 2.12 erfullt.

Seien nurb,a e Z[i] mita = 0, und seient,v € Q so,dasd = a- (U + Vi). Wir
wahlen nuru,ve Z, sodas$u — u| < 3 undlv - v| < 1. Sei nun

g:=u+viundr:=b-qa.
Dann gilt
o =06(U+Vvi-a-—U+vi-a=d6a-(u-u+( -vi)
=6(a) - 6((U = u) + (V = W)i) = @) - (U = u? + (V = v)?) < 6@a) - %
Daa # 0, gilt 6(a) = aa # 0, und somit gilti(r) < 6(a). m

DEFINITION 2.17. Ein IntegritatsbereicR ist einHauptidealbereichwenn es fir je-
des Ideal vonReina € Rgibt, sodas$ = (a).

SATz 2.18. Jeder Euklidische Bereich ist ein Hauptidealbereich.

Beweis:SeiR ein Euklidischer Bereich, und skiein ldeal vonR. Wennl| = {0}, so
gilt I = (0). Wennl # 0, so wahlen wir eira € | \ {0}, fUr dasd(a) minimal ist. Sei
nunb € I, und seiemy,r € Rso, das® = ga+r und ¢ = 0 oderd(r) < 6(a)). Da
r=b-qgael, kanndé(r) < 6(a) wegen der Minimalitat void(a) nicht gelten. Also
giltr =0undb =gae (a). Somit giltl = (a). m

BEISPIEL 2.19. Der Polynomrin@[x, y] ist kein Hauptidealbereich.
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Beweis:Seil := {p € Q[x,y]Ip(0,0) = 0}. Dann giltx € | undy € |. Wennl
ein Hauptideal ist, so gibt ek e | mit f | x und f | y. Also gilt deg(f) = 0 und
deg(f) = 0, und somit istf ein konstantes Polynom. Dae I, gilt (0,0) = 0, und
somitf = 0. Das ist ein Widerspruch ziu| x. Somit istl kein Hauptidealm

5. Faktorielle Integritatsbereiche

DEFINITION 2.20. SeiR ein IntegritatsbereichR ist faktoriell, wenn folgendes gilt:

(1) Faraller € R\{0}, die nichtinvertierbar sind, gibt es esre N und irreduzible
f,,..., f, € R sodass
r=f.f.
(2) Furallem,ne Nund fur alle irreduziblerf,, ..., f., g, ..., g, € Rmit

fl...fm =0,-0,
gilt m = n, und es gibt eine bijektive Abbildung : {1,...,m} - {1,...,n},
sodass fur allee {1, ..., m} gilt: f, ~5 g, -

LEMMA 2.21. Sei R ein Hauptidealbereich, und seiepR ein irreduzibles Element
von R. Dann ist p prim.

Beweis:Seiena,b € Rso, dasgp | a-b. Seid := {sp+tals,t € R} das von{p, a

erzeugte Ideal voRR. Da J ein Hauptideal ist, gibt es € J mit (c) = J. Dann gilt
c| pundc | a Seid € Rso, dassd = p. Da p irreduzibel ist, istc invertierbar
oderd invertierbar. Wenrt invertierbar ist, so gilt 1= J. Also gibt ess,t’ € R mit

Sp+t’a= 1. Dann gilts pb+t’ab = b, und somitp | b. Wennd invertierbar ist, so gilt
wegenc | aauchp = cd| ad. Dad invertierbar ist, gilad | a, und somitp| a. m

SATZz 2.22. Jeder Hauptidealbereich ist faktoriell.

Beweis:SeiG die Menge aller € R\ {0}, die nicht invertierbar sind und sich nicht als
Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente schreibesséa. Wir nehmen a@ + Q.
Sei

A:={")|r e G}
Wir betrachten zunachst den Fall, dass die geordnete Mgrige) ein maximales
Element hat. Seh ein solches maximales Element, und aet G so, dasga) = A.
Da a nicht irreduzibel und nicht invertierbar ist, gibt es nighertierbare Elemente
b,ce Rmitbc = a. Nun gilt(a) c (¢). Wenn(a) = (c), so gibtesd e Rmitda = c.
Dann gilta = bc = bd g alsoa(l — bd) = 0. DaR ein Intergritatsbereich ist, gilt
a = 0oderbd = 1. Wenna = 0, so giltA ¢ A, ein Widerspruch. Wenhd = 1, so ist
b invertierbar, ebenfalls ein Widerspruch. Also ga&) # (c). Wegen der Maximalitat
von(a) gilt (c) ¢ A. Also giltc ¢ G. Dac nicht invertierbar ist, l&sst siahals Produkt
endlich vieler irreduzibler Elemente schreiben.@gpC (b), erhalt man genauso, dass
sichb als Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente schreildsst. Somit ist auch
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a ein Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente, im Wilmuch zua € G. Der
Fall, dasqA, ) ein maximales Element hat, kann also nicht eintreten.

Wir betrachten nun den Fall, da&d, ) kein maximales Element hat. Dann gibt es
eine Folge(a),_y ausG, sodasga;) C (a,) < (a5)---. Wir bilden nun die Menge
A= U,y(®). Die MengeA ist ein Ideal des RingR. DaR ein Hauptidealbereich ist,
gibt es einb € Amit (b) = A. Wegenb € A gibt es einj € N, sodasd € (a;). Dann
gilt auch(b) ¢ @), und somit(aj+1) c (b c @), im Widerspruch zua)) C (aj,9)-
Daher kann auch der Fall, dasd, <) kein maximales Element hat, nicht eintreten.

Insgesamt gilt als& = (; somit lasst sich jedes nicht invertierbare Element Ry{0}
als Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente schreibe

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Zerlegung, indem wig #igenschaft (2) aus
Definition 2.20 durch Induktion nachm zeigen. Wenmm = 1, so giltf, | g;---0,,.
Wegen Lemma 2.21 gibt es dann gire {1,...,n}, sodassf, | g;. Dag; irreduzibel

n
ist, gibt es ein invertierbares Elemant Rmit g; = u f;. Somit gilt f; = uf, l—[ Oi»

i=1
i#]

also1=u- ]—[ g;- Damitist jedegy, miti # j invertierbar, und folglich gilh = 1 und
i=1
i#]
j=1.
Sei nunm > 1. Wegenf, | g,---g, und Lemma 2.21 gibt es daher gire {1, ..., n},
sodassf; | g;. Dag; irreduzibel ist, gibt es ein invertierbarese Rmit uf, = g;.
Aul3erdem gilin > 1, denn fallsn = 1, so giltf, f, | g,, im Widerspruch dazu dagg
irreduzibel ist. Es gilt also

f2 . f3 fm — (ugl)gng’;“'gj—l . gj+1“'gn'

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine bijektive Ahbigo : {2,...,m} —
{1,...,ni\{j}, sodasd; ~ g, fur allei € {2, ..., m}. Somit leistetr := o U{(1, ))} das
Gewlnchtem

UBUNGSAUFGABEN 2.23.

SeiRein Integritétsbereich, und sec R. | ist einevollstandige Auswabhl irreduzibler Elementeenn allei € | irreduzibel sind
und es fur jedes irreduzible € Rgenau eiri e | mit f ~5 i gibt. Seia € R \ {0}. Eine Funktione : | — N ist eineZerlegung
vona, wenn

(1) {i e1lad) # 0} ist endlich.
(2) a~g g %0,

Dabei definieren wir fiir allé € |, dass® := 1 ist. Ebenso ist ein Produkt;, immer gleich 1.

(1) Zeigen Sie: SeR ein faktorieller Integritatsbereich und degine vollstandige Auswabhl irreduzibler Elemente von
R. Seiena, b € R\ {0}, seix eine Zerlegung voma bezuglichl undg eine Zerlegung vob bezuglichl. Dann sind
aquivalent:

(@) alb.



6. EINE ANWENDUNG IN DER ZAHLENTHEORIE 23

(b) Furallei €1 gilt a(i) < B().
(2) SeiR ein faktorieller Integritétsbereich und deeine vollstéandige Auswahl irreduzibler Elemente \RrSei f e
R\ {0}. Dann gibt es genau eine Zerlegung | — Ng von f.

6. Eine Anwendung in der Zahlentheorie

Wir brauchen zunéachst folgende Beobachtung:

LEMMA 2.24. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

(1) Fur jedes xe {1, ..., p—1}gibteseiny {1, ..., p— 1} mitx-y=1 (mod p).

(2) Fur jedes xe Z gilt: wenn ¥ = 1 (modp), so gilt x = 1 (modp) oder
= -1 (modp).

(3) (p— D! = -1 (modp) und(Z1? = (-1)*Z (modp).

Beweis:(1) Da ggTix, p = 1, gibt esu,v e Z mit ux+ vp = 1. Somit gilt flry :=
umodp, dassyx= 1 (modp). (2) Wennp| x> - 1 = (x+ 1)(x — 1), so gilt wegen des
Fundamentallemmas (Satz 1) x + 1 oderp | x — 1. (3) Fir jedex € {2, ..., p— 2}
gibt es einy € {2,...,p- 2} mit xy = 1 (modp). Diesesy erfullt y # x. Somit
gilt Hipz_zzi = 1 (modp), also(p—- 1! = -1 (modp). Furi € {1,...,%l gilt —i =
p-i (modp), also gilt

p1 p1
i-

~1=, (- =] [i-] [to-1)
i=1 i=1
p_
2

_ (P Ly Pt %
—p(2-)(1) ( -)—(2-)(1)-
[

Wir beweisen nun den folgenden Satz:

SATz 2.25. Sei p eine Primzahl mit = 1 (mod 4. Dann gibt es a, b= N, sodass
a’+b?=p.

Beweis:Seix := ‘%1!. Wegen Lemma 2.24 gilt dann
(2.1) x?2 = -1 (modp).

Im Ring Z[i] gilt natlrlich ebenfallsp | (1 + x?), alsop | (1 + xi) - (1 — xi). Da
jedes Vielfache vorp im Ring Z[i] einen durchp teilbaren Realteil hat, gilt iZ[i]
wederp | (1 + xi) nochp | (1 - xi). Im Ring Z[i] ist p also nicht prim. Wegen
Satz 2.16 und Satz 2.18 i#fi] ein Hauptidealbereich. Somit ist wegen Lemma 2.21
jedes irreduzible Element vo#i[i] prim. Also istp in Z[i] nicht irreduzibel. Es gibt
folglicha, b, c,de Z, sodasp = (a+bi)(c+d i), unda+biundc+d i nichtinvertierbar
sind. SeiN(u + vi) := u? + V2 fur alleu, ve Z. Dann gilt

p? = N(p) = N((@a+ bi)c+di) = N@+bi)- Nc+di) = (@ + b + d?).
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Alle Elementez € Z[i] mit N(2) = 1 sind invertierbar. Somit musg + b? = p gelten.
Die Zahlena’ := |al undb’ := |b| leisten also das Gewilnschie.



KAPITEL 3

Restklassenringe

1. Faktorringe

DEFINITION 3.1 (Ring). Eine AlgebraR,+,—,-,0,1) ist einRing mit Eingwenn+, -
bindre Operationen al sind,— eine unare Operation agfist, und Q 1 Elemente aus
R sind, sodass fir alle, y, ze R die folgenden Eigenschaften erfillt sind:

(1) x+0=x

(2) x+(=x) =0

B) X+y)+z=x+(Y+2
(4) X+y=y+X

(B) X-y)-z=X%x-(y-2
(6) X-(y+2=X-y+X-2
(7) X+y)-z=X-2+Yy-2
B)x-1=1-x=x

DEFINITION 3.2 (Ideal). SeiR = (R,+, —,-,0,1) ein Ring mit Eins. Eine Teilmenge
vonRist einldeal vonR, wennl # ¢ und fur allei, j € | undr € Rgilt: i — j eI,
r-iel,i-rel.

DEFINITION 3.3 (Restklasse). Sét ein Ring mit Eins, und sdiein Ideal vonR. Wir
definieren eine Relation, auf Rdurch
a~ b:=a-belflirallea,beR.

LEMMA 3.4. SeiR ein Ring mit Eins, sei | ein Ideal voR, und sei re R. Dann gilt:

(1) Die Relation~, ist eine Aquivalenzrelation auf R.
(2) Die Aquivalenzklasse von r moduoist gegeben durch ¥, := {r +i|i e 1},
Wir schreiben fur diese Klasse auptj, oder r+ 1.

LEMMA 3.5. Sei R ein Ring, sei | ein Ideal vo?, und seien g a,, b, b, € R mit
a, ~, a,und b ~, b,. Danngilta +b, ~, a,+b,, —a, ~, —a,,und g - b, ~, a,-b,.
DEFINITION UND SATZ 3.6 (Faktorring). SeR ein Ring, sei ein Ideal vonR, und
seiR/I:={r + I |r € R} die Faktormenge voR modulo~,. Wir definieren nun

r+bes+l) = (r+9+I
er+1) = (-r+1
r+hHhos+l) = (-9+1.

25
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Dann sind die Operationeh, © und® “wohldefiniert”, und die algebraische Struktur
(R/l,®,6,0,0+1,1+1)ist ein Ring mit Eins.

UBUNGSAUFGABEN 3.7.

(1) Auf der MengeQ definieren wir die Relation
a~b:s|al=1|bl.

Wir definieren:
[al. © [b]. = [ab].
Was ist das Problem an dieser “Definition™?

2. DerRingZ,

DEFINITION 3.8 (Z,). SeiZ der Ring der ganzen Zahlen, seie N, und sei(n) das
von n erzeugte Hauptideal va#i. Dann bezeichnen wir den Riy (n) als denRing
der ganzen Zahlen modulg und kirzen ihn miZ,, ab.

Z hatn Elemente, und zwd0],,, [1],, ..., [n - 1],.

SaTz 3.9 (Invertierbarkeit) Sei ne N und ae Z. Dann ist[a] , genau dann invertier-
barinZ,, wennggT(a,n = 1.

Beweis:Die Klasse[a], ist genau dann invertierbar, wenn es BiE Z mita - x =
1 (modn) gibt. Diese Kongruenz ist genau dann Iésbar, wenn(@gi) | 1. m

Da in jedem kommutativen Ring mit Eins das Produkt inveloteer Elemente wieder
invertierbar ist, erhalten wir:

LEMMA 3.10. Seien a, b invertierbare Elemente ais Dann ist auch & invertierbar.

DEFINITION 3.11 (Euler'sche—Funktion). Sen € N, n > 1. Dann istp(n) definiert
durch

e = [{aez,: ainvertierbaf| =
= |{xeiL2,...n-1} : ggT(x,n =1)].

Wir berechnerp (12) = [{1,5,7,11}] = 4 unde (8) = |{1,3,5,7}| = 4.

SaTz 3.12 (Satz von Euler)Seine N, n > 1,a€ Z,ggT(a, n) = 1. Dann gilt:
a*® =1 (modn).

Wir Uberprifen diesen Satz durch zwei Beispiele:

e Gilt 712 =1 (mod 12? Ja, denn esist®& 1 (mod 12,
 Gilt 3*® = 1 (mod 5? Ja, denn es gilt¥3= 1 (mod 5.
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Beweis von Satz 3.18eienn € N unda € Z. Wir nehmen an, dass gga, n) = 1.
Sei

| := {x € Z,|xistinvertierbaj.
Wir wissen bereits, dagg = ¢ (n). Wir definieren

f 1 — 1
X +— XOla],

und zeigen, dass injektiv ist. Dazu fixieren wirx,y € | mit f (x) = f (y). Das heil3t:
x-[al, =y-[al],. DaggT(a,n = 1, gibt esb € Z mit [a], - [b], = [1],. Wir erhalten
alsox- [a], - [b], = y- [al, - [b], und damitx = y. Daher istf injektiv. Die Funktionf
ist folglich eine bijektive Abbildung voh nachl. Es gilt also:

[ [x = —If(x)

xel xel

[ [x = —[(x-[a]n)

xel xel

| - HX)-([aln)“"”)
xel xel

Seiy € Z,, das Inverse zUl,_, X. Dann gilt:

y-[]x = v (1_[ x] (1a1,)"™

xel xel

[, = ()",

also 1= a*™ (modn). m
KOROLLAR 3.13. Sei p eine Primzahl, und seizZ. Dann gilt
Z’=2z (modp).

Falls p kein Teiler von z ist, gilt

Z*1=1 (modp).
Beweis:Wir wahlen eine Primzahp undz € Z beliebig, aber fest, und nehmen an,
dassp die Zahlz nicht teilt. Wir wissen, dasg (p) = p — 1, und daher gilt nach dem
Satz von Euler

Z"1=1 (modp).
Dap| (z\-! - 1), gilt auchp| (z° - 2), und somitz’ = z (mod p).
Wennp | z,dann teiltp sowohlz als auchz’. m

UBUNGSAUFGABEN 3.14.

(1) ([RU8T7) Zeigen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahdie ZahIn® — n ein Vielfaches von 30 ist.



28 3. RESTKLASSENRINGE

(2) Zeigen Sie, dass fur ale be z, gilt:
(a+bP =aP +bP.

(3) Seienm, nnatirliche Zahlen. Wann ist?- 1 ein Teiler von 2 — 1?

3. Das RSA-Verfahren

SaTz 3.15. Seien p, q Primzahlen,$ q und seien & Z, s N,. Dann gilt:

al+s,-b@-b = 5 (modp-Q).

Beweis:

« 1. Fall: ggT(a, pg = 1: Wir wissen, dassP?! = 1 (modp) gilt (Satz von
Euler), daher gilt auclﬁalo‘l)(q_l)'s = 1 (modp). Somit istp ein Teiler von
aP-b-@bs _ 1 und damit auch voa®-D@-Dstl _ 3 Ebenso zeigen wir

q | a(p_l)'(q_l)'5+1 —a.

Damit gilt insgesamt:
pq|aPD@Dsl_ g

« 2. Fall: ggT(a, pg = p: DaderggTa, g = 1ist, gilt mit dem Satz von Euler
a®!t =1 (modq), und somita@ P =1 (modq). Das heildt

q | a(Q—l)'(p—l)'S _ 1

Wir wissen, dasg | a. Daher giltp- g | (@@ P-Vs—1).a
3. Fall: ggT(a, pg = g: Beweis genauso wie im 2. Fall.
« 4. Fall: ggT(a, pg = p-q: Dann ist zu zeigen, dassH0(modpg). m

UBUNGSAUFGABEN 3.16.

(1) sein=p;-p,- - - P, Wobei diep, lauter verschiedene Primzahlen sind, undsseiN. Zeigen Sie, dass fiir alle
ae Zgilt:

k
al*sti=iPi=b = 3 (modn).

Beim RSA-Verschlisselungsverfahren wahlt der Systemenféw zwei Primzahlen
p, g sodassr = pqnicht in verfligbarer Zeit faktoriserbar ist, berechpet= (p -
1)(g — 1), wahlt fur e eine beliebige Zahl mit I< e < ¢ und ggTe,¢) = 1, und
berechnet so, dassle= 1 (modg).

Der offentliche Schltssel igh, €, der private Schllissé¢h, d). Die Verschlisselungs-
funktion ist gegeben durck : Z_, - Z, E(m) := n*, die Entschlisselungsfunktion
durchD : Z, - Z,,, D(c) := c.
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4. Die Multiplikativitat der Eulerschen ¢-Funktion

SaTz 3.17 (Multiplikativitat derg-Funktion). Seien n,me N, n = 2, m > 2. Wenn
n, m relativ prim sind, dann gilp (n-m) = ¢ () - ¢ (M)..
Der Beweis der Multiplikativitat erfordert noch etwas Inzation Gber Ringe.

SATZ UND DEFINITION 3.18. Seien Rund R, Ringe mit Eins sind. Wir definieren auf
der Menge Rx R, Operationen durch

L S ). itr S
)] Rels, |7 {rn+s
() (2)(222)
) Rfels |7\ nes
_ rl - TR rl
R\, |7\ =12 /)
Dann ist

O, \ (1
(Ry X Ry +R wry» 7R xRy ‘RixRy? (OR2 ) ( 1g, ))

ein Ring mit Eins. Er ist dadirekte Produkt vorik; undR,.

R, x R, mit diesen Operationen erfullt also alle Ring mit Eins-Reuesetze.
Rechnen wir zum Beispiel i, X Z.

(3, \ (2, \_( 2,
4l )\ 13ls ) 7\ 121

R, x R, heil3t daglirekte Produktvon R, undR,.

DEFINITION 3.19. R, Sseien Ringe mit Eins. Die Abbildung: R —» Sheil3t Ring mit
Eins-Homomorphismuss

Vr,r,e R: o(r) +4 r2) = o(ry) +s(ry),

Ein surjektiver Homomorphismus heil3t auEpimorphismusein injektiver Homo-
morphismus auciMonomorphismusind ein bijektiver Homomorphismus auéso-
morphismus

BEISPIELE 3.20.

p:Z - Z, X [X]gist surjektiv, also ist ein Epimorphismus.
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« Wir untersuchem : Z; - Z, [x]s — x. Hier ergibt sich folgendes Problem:
@ ([3ls) = 3, unde ([3]s) = a([8]s) = 8. — Das Problem ist, dass nicht

wohldefiniert ist. Man kann das auch so ausdriicken, dass agandass die
Relation

@ ={([Xls.X) Ix € Z}
nicht funktional (d. h. eine Funktion = Graph einer Funkjiat. Sie ist nicht
funktional, weil([2]5, 2) € @ und([2]5,7) € «.
SaTz 3.21. Seien n, ne N mitggT(n, m = 1. Dann ist die Abbildung
¢ Ly, — L, XZ,
K — (X1, [X)

ein Ring mit Eins-Isomorphismus.

Beweis:Wir filhren den Beweis in drei Schritten.

(1) ¢ ist wohldefiniert: Zu zeigen ist, dass fiir alfeze Z mit [y] .., = [2],,, die
Gleichheitenfy], = [z],, und[y], = [z], gelten. Zu zeigen ist ist also, dass fur

alley, ze Z qilt:
m-nly-z=>m|y—-zAn|y-2.
Das ist aber offensichtlich
(2) ¢ ist Homomorphismus: Wir tberprufen die Homomorphismusesghaft
fur +. Wir berechnen dazu
@ (Xlnm + W) = @ (X + Yym)
= (IX+ Yl X+ Yl)
= (X1, + Y]y [XI + [Y])

_( I Y1,
‘( Xl )*( [y]m)
= ¢ (Xlym) + @ ([Ylom) -
(3) ¢ ist bijektiv: Da beide Mengen endlich und gleich grof3 siredcht es, zu

zeigen, dasg injektiv ist. Wir nehmen also ap ([Xl,,) = ¢([Yly)- Das

heiBt([x],, [X],) = (Y], [y],)- Daher giltn | x—y undm | x — y. Da der
ggT(n,m = 1list, gilt: n- m| x —y. Wir erhalten dahefx],,,, = [yl Die
Abbildungy ist also injektiv, somit surjektiv und damit bijektim

Wenn der ggin, m = 1list, dannis?Z, xZ  alsoisomorphz# . Dalsomorphismen
die Invertierbarkeit erhalten, haben beide Ringe gleidlevinvertierbare Elemente.
Daraus kénnen wir jetzt die Multiplikativitat derFunktion, also Satz 3.17, herleiten.

Beweis von Satz 3.17:
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(1) Anzahl der invertierbaren Elemente vdpx Z : Wir zeigen, das@) eZ,X
Z ., genau dann invertierbar ist, wearinvertierbar inZ,, undb invertierbar
in Z,, ist. Dazu fixieren wir zunachgf) € Z,, x Z,, und nehmen an, da§j

invertierbar ist; es gibt alsf) € Z,, x Z,,, sodass) - (5) = 1, .7 = (i")-
Daher istain Z invertierbar (mit Inversem), ebensdin Z_, (mit Inversem
d).
Nun fixieren wira e Z,, b € Z_,, beide invertierbar. Falla-c = [1],,, und

b-d = [1],,, dann ist(§) das Inverse z(f). In Z,, gibt esy (n) invertierbare
Elemente, inZ , gibt es¢ (m) invertierbare Elemente, und somit gibt es in
Z,x Z. genaup (n) - ¢ (M) invertierbare Elemente.

(2) Anzahlder invertierbaren Elementedn . : Hier gibt esp (n- m) invertierbare
Elemente (nach der Definition va).

Damit haben wir gezeigt, dass
e-m) =) ¢(m)
furallen,me N mitggT(n,m =1.m

Aus der Primfaktorzerlegung vamund ausp(p®) = p* — p*! kann man jetzt leicht
¢(n) durch

o) = o(mp)

= Me(p')

1]
>
—

—_——

[N

|

|

N—

berechnen.
BEISPIEL3.22. (12 =12-(1-1)- (1-3)=4=2-2=p(3) - ¢ (4.

UBUNGSAUFGABEN 3.23.

(1) Fur das RSA-Verfahren wahlen wir=5,q = 11 undk = 13. Chiffrieren Sig01, 22,03, 08) und dechiffrieren Sie
das Ergebnis !

(2) Frau Huber sendet Herrn Miiller mit dem RSA-VerfahrenNtehricht PMOXY. Herr Muller weil, dass Frau Huber
das RSA-Verfahren miin = 35, k = 5) verwendet hat (A=0, Z=25). Entschlisseln Sie die NacHricht

(3) (Mathematica) Entschliisseln Sie (verbotenerweise)N#chricht(2,3,5,7,11,13), die mitk = 13 undpq =
1334323339 verschliisselt wurde.

(4) (Mathematica)l[P98, p. 265] In einem RSA-System ist= pq = 32954765761773295963 ukd= 1031. Bestim-
men Sidt, und entschlusseln Sie die Nachricht

899150261120482115
(A=0,Z=25).






KAPITEL 4

Gruppen

1. Symmetriegruppen von geometrischen Objekten

Wir werden in diesem Kapitel folgendes Problem |6sen: Willevodie Seitenflachen
eines Wurfels mit zwei Farben (rot und blau) einfarben. \idilevFarbungen gibt es?
Dabei sehen wir zwei Farbungen als gleich an, wenn sie durehdd des Wiirfels
ineinander tUbergefuhrt werden kbnnen. So gibt es z. B. mer lééirbung, bei der eine
Flache rot ist, und alle anderen Flachen blau sind.

2. Definition einer Gruppe

DEFINITION 4.1. (G, i, e) ist eineGruppe wennG eine nichtleere Menge, eine
zweistellige Operation aus, i eine einstellige Operation a@, unde ein Element
von G ist, sodass fur allg, y, ze G folgende Eigenschaften gelten:

(1) X-y)-z=x-(y-2;
(2) e-x=x;
B) I -x=e.
BEISPIEL4.2. SeiX eine Menge, und sei
S, :={f : X -» X| f ist bijektiv}.
Fur f,, f, € S, definieren wirf, o f, durch

f o f,(0) = f,(f,(x) fur allex € X,

i(f)) als die inverse Funktion zfj; mitid, bezeichnen wir die identische Funktion auf
X. Dannist(S, o, i, idy ) eine Gruppe.

SATZ 4.3. Sei(G,+, i, e) eine Gruppe. Dann gilt:

(1) Furalleze G:z-e =z
(2) Furalleze G :i(i(2) = z;
(3) Furalleze G:z-i(2) =e.

33
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Beweis:Wir zeigen zunéachst (1), und wahlen daza G. Es gilt
Z-e=e-(z2-e)

(e-2)-e

= ((i(i(2)-1(2)-2) e

= ((i(i(2)-1(2)-2-((2 -2

= ((i(2)-(1(2-2)-(I(2)- 2)

(i(i2)-e)-((2-2

i(i(2)-(e-(i(®-2)

i(1(2)-(i(2)-2)

(i(i(2)-i(2) -z

=e-Z

=z.
Nun zeigen wir (2). Wir wahlez € G und rechnen:

i(i(2) =i(i(2)-e
=i(i(2)-(i(2-2
=(((2)-i12)-z
=e-Z
=z.

Fur (3) berechnen wir
z-i(2=1i(2)-1(2
= €.

UBUNGSAUFGABEN 4.4.

(1) Sei(G,-,i,e) eine Gruppe. Zeigen Sie, dass fir alld e G die Gleichunga - x = b genau eine Ldsung hat.

(2) Sei(G,-,i,e) eine Gruppe. Benutzen Sie das vorige Ubungsbeispiel, ureigerz, dass(e) = e, und dass fiir alle
X,y e Ggilt:

i(x-y) =iy -i(9.

(3) * Sei(G,-, i, e) eine Gruppe. Zeigen Sie durch eine Kette von Gleichungermvigeweis von Satz 4.3, dagg) = e,
und dass fir all&, y € G gilt:

ix-y) =iy -ix.

(4) Finden Sie eine MengH, eine Funktion von H x H nachH, eine Funktioni von H nachH, und ein Element
e € H, sodass alle folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(a) Furallex,y,ze H gelten:(x-y)-z=X-(y-2),e- X=X X-i(X) = e.
(b) (H,-,i,e) ist keine Gruppe.

(5) Zeigen Sie, dass bei einer GrupBedie Funktion, die das inverse Element bestimmt, und dagaleuElement
der Gruppe, bereits durch die zweistellige Gruppenoperatblistandig bestimmt sind. D. h., zeigen Sie: Seien
(G,o,i1,e1)und(G, o, i,, e,) zwei Gruppen. (Die beiden Gruppen haben also die Tragera@ngd die zweistellige
Operatiore gemeinsam.) Zeigen Sig¢ = i, unde; = e,.

Es ist erfreulich, dass man Satz 4.3 automatisch beweissari&ann; die theoretische
Grundlage dafur ist die Methode von Knuth und BendiBJ/0], die z. B. in [Buc8Z
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beschrieben wird. Eine Implementation dieses Algorithrdas“Larch”-prover, liefert
bei Eingabe der Gleichungen

exX = X
iX)=xX = e
Xxy)xZ = Xx(Y*2)
innerhalb weniger Sekunden folgende Konsequenzen ausdigeichungen:
group.1: exX = X
group.2: iX)+*X = e
group.3: XxyYxZ = Xx(Y=*2)
group.4: i(Y)x(Yy*x2 = z
group.6: zZxe = Z
group.8: e = e
group.10: i(i(2) = z
group.11: zxi(20 = e
group.12: zx(i(2*Q = ¢
group.24: i(@+y) = i(y)*i(Q

3. Beispiele fur Gruppen

In manchen der folgenden Beispiele geben wir eine Gru@pei, ) einfach algG,-)
an.

BEISPIEL 4.5 (Matrixgruppen). Seiene N, p € P.
(1) Sei GlLn, p) die Menge aller regularemx n-Matrizen tbeiZ ,. Dann ist
(GL(n, p,-, L EM)

eine Gruppe, diallgemeine lineare Gruppe
(2) Sei Skn, p :={A e GL(n, p | detA = 1}. Dann ist

(SL(n, p,-, " E™)
eine Gruppe, dispezielle lineare Gruppe
BEISPIEL 4.6 (Restklassen vazi mit Multiplikation).
(1) Sein= 2. Dannist(Z,,-) keine Gruppe.

(2) Sein= 2.(Z\{[0],},-) ist genau dann eine Gruppe, wemaine Primzahl ist.
(3) Sein = 2, und sei
Z. = {[x],Ixe Z und ggTx,n = 1}.
Dannist(Z,,-, 7%, [1],,) eine Gruppe mii(n) Elementen.

DEFINITION 4.7. Eine Grupp€G,-) hei3tzyklisch wenn es eig € G gibt, sodass
G={d"IneNU{(@H"Ine N U {1}
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BEISPIEL 4.8 (Zyklische Gruppen).

(1) Sein e N.(Z, +) ist eine zyklische Gruppe mit Elementen.
(2) SeineN. ({x e C|x" = 1}, ) ist eine zyklische Gruppe mitElementen.
(3) (Z, +) ist eine zyklische Gruppe.

BEISPIEL 4.9 (Symmetriegruppen geometrischer Objekte). Wir zesahotas Quadrat
mit den Eckpunkteri-1, -1), (1, -1), (1,1), (-1, 1), und betrachten alle bijektiven li-
nearen Abbildungen voR? nachR?, die das Quadrat auf sich selbst abbilden (diese
Abbildungen bezeichnen wir aBymmetrieabbildunggnDie Hintereinanderausfih-
rung zweier Symmetrieabbildungen ist wieder eine Symmaiiildung. Die identi-
sche Abbildung ist eine Symmetrieabbildung, und zu jedeni@gtrieabbildungl ist

die inverse Abbildung wieder eine Symmetrieabbildung. enge aller Symmetrie-
abbildungen, mit der Hintereinanderausfihrung als zekiger Operation, ist eine
Gruppe. Fur das Quadrat gibt es genau 8 Symmetrieabbildunge

UBUNGSAUFGABEN 4.10.

(1) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung der acht lineardbiflungen, die das Quadrat mit den Eckpunkieh, —1),
1,-1), (14,1), (-1,1) in sich selbst Gberfuhren.

Wir bezeichnen nun eine Drehung des Quadrats uhg8@en den Uhrzeigersinn mit
a und eine Spiegelung an dgAchse mith. Was kdnnen wir nun ausundb zusam-
menbauen? Uberlegen wir uns zunachst einmal die folgeneidet Beispiele:

(1) b-a=as-b

(2) baba= a’bba= ala=a*=1.
Wir kénnen die Symmetrieabbildungen also auf zwei Arterstidlien:

(1) Als Matrizen;

(2) Als Worte inaundb. So istaaabbaeine Symmetrieabbildung. Beim Rechnen
berticksichtigen wir, dasg* = 1, b*> = 1, undba = a®b gilt. Damit knnen
wir jedes Wort zu einem Wort aus der Menge

{1,a, aa, aaa, b, ab, aab, aapb
umformen, das die gleiche Symmetrieabbildung darstellt.

Daher gibt man diese Gruppe der Symmetrieoperationen (atrneabbildungen)
des Quadrats, die man dlg (Diedergruppe mit 8 Elementen) bezeichnet, auch oft so
an:

D,=( ab |a*=11=1,ba=a).

Erzeuger definierende Relationen

UBUNGSAUFGABEN4.11.
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(1) Wir betrachten alle Abbildungeff : C — C}, die sich als Hintereinanderausfiihrung der Funktioneni - x und

X - X schreiben lassen. (Dabei &t bi := a — bi).
(a) Wieviele Funktionen lassen sich daraus zusammenbauen?
(b) Was machen diese Funktionen mit den Punkteh—i, 1 —i,1+i, -1+ 1i}?

(2) Wir betrachten ifiR? das Sechseck mit den EckpunkigRe(2), Im(2)) |z € C, 2 = 1}. Bestimmen Sie alle Deckab-
bildungen, die dieses Sechseck auf sich selbst abbilden.

(8) Wir betrachten ifR2 das Sechseck mit den EckpunkigRe(z), Im(2))|z € C, 2 = 1}. Wie kénnen Sie die Gruppe
aller Symmetrieoperationen dieses Sechseckes durch \Woaeind b angeben? Was sind die “Rechenregeln”?
(Diese Rechenregeln bezeichnet man auchdefinierende Relationen

(4) * Als “Wort” betrachten wir eine endliche Folge von Buchstalzis{a, b, c,..., z}. Diese Worte verkniipfen wir
durch Aneinanderhéngen, also za.c gf f = afcgf f. Flir manche Wortev;, w, gilt wy = w, = W, = w;, Zum
Beispielaaax aa = aax* aaa oder, komplizierteravd = avdavd= avdavd: avd.

Beschreiben Sie alle Wortpaai®@;, W,), sodassv; = Wy = W, # W; .

BEISPIEL 4.12 (Gruppen, die durch die Gruppentafel gegeben sindjy.d@éfinieren
eine Gruppenoperation a{@, 1, 2, 3} durch

O ] o0 1 2 3
1 |1 0 3 2
2 12 3 0 1
3 13 2 1 0
BEISPIEL 4.13. Permutationsgruppen und die Zyklenschreibweisa EiN sei

S ={f:{1,2..,n-{12..,n} fistbijektiv}.

Diese Gruppe hat! Elemente, sie heil3t disymmetrische Gruppe vom GradDer
Wirkungsbereickeiner Permutatiorf ist die Menge allefj € {1, ..., n} mit f(j) = j.
Einige Elemente vorg, bezeichnen wir alZyklen Seien dazu,,...,i , paarweise
verschiedene Zahlen ifi, ..., n}. Mit (i, i,...i.) bezeichnen wir die Abbildung :
{1,...nf = {1, ...,n}, f(i) =iy, Ty =i, ..., Tl y) =iy fG,) =i, () = ]
far j € {1,...,n}\ {i,...,i.}. Ein f, das sich so schreiben lasst, heil3t adgklus
der Lange mJedes Element d&, lasst sich als Produkt endlich vieler Zyklen mit
paarweise disjunktem Wirkungsbereich schreiben, so gt Beispiel

(335 232)-(23)045)=(31)(s 4)=(5 4)(3 1)

und

12345
(23541):(1235)'

DEFINITION 4.14. Eine Grupp€G,-,~1,1) ist abelsch wenn fiir allex,y e G qgilt,
dassx-y=y-x

Die GruppeS; ist nicht abelsch:

1 2)o(1 3
1 3)o(1 2)=

I
NN
e
N W
w N
N—N—
e
+H+
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Insgesamt gilt, dasS§, genau dann abelsch ist, wenre= 2. Wennn = 3, dann istS,
nicht abelsch.

UBUNGSAUFGABEN4.15.

(1) Sei(G,-) eine abelsche Gruppe mitElementen. Zeigen Sie, dass fir jedes G gilt: g" = 15. Hinweis: Fur
G := (z,*,") ist das der Satz von EuleBemerkung: Dieser Satz gilt nicht nur fir abelsche, sondérralle
Gruppen.

4. Permutationsgruppen und der Satz von Cayley

DEFINITION 4.16. SeienG := (G, g, g, 1g) undH := (H, -, iy, 1,) Gruppen.H ist
eineUntergruppe vonG, wennH ¢ G und fur alleh;, h, € H gilt h, -, h, = h, -5 h,,
igth) =iyh), 15 =1,.

Wir unterscheiden hier also auch in der Notation zwischerattgebraischen Struktur
G = (G, ig 1) und ihrer Tragermeng®; G heilt auch das/niversumvon G.
Wenn aus dem Kontext klar ist, ob die Gruppe oder die Mengeegenst, bezeichnet
man oft sowohl die algebraische Struktur als auch ihre Tragege mit dem gleichen
Buchstaben; so kann et sowohl die Menge aller Bijektionen a(f, ..., n} als auch
die Gruppe dieser Bijektionen mit der Hintereinanderausfiig als Gruppenmultipli-
kation sein.

DEFINITION 4.17. SeiG = (G,+,i,1) eine Gruppe. Die Mengd heil3tTragermenge
einer Untergruppeder Subuniversumon G, wenn 1, € H und fir alleh;, h, € H
auchh, - h, € H undh* € H gilt.

WennH ein Subuniversum voi&t ist, so ist(H, - |, } Iy, 1) ist eine Untergruppe
von G.

UBUNGSAUFGABEN4.18.

(1) Sei(G,-,~1,1) eine Gruppe und séi eine nichtleere Teilmenge vdB, sodass fiir allé;, h, € H aucthl -hyin
H liegt. Zeigen Sie, dagd dann Tragermenge einer Untergruppe ¥6n-, 1, 1) ist.

(2) Sei(G,-, 71, 1) eine Gruppe und séi eine nichtleere Teilmenge vad, sodass fir alléy, h, € H auchh, - h, in H
liegt. MussH dann Tragermenge einer Untergruppe ¥8n-, 1, 1) sein?

(3) Sei(G,-,1,1) eine Gruppe und séi eine nichtleere Teilmenge vad, sodass fiir allé; € H auchhl‘1 in H liegt.
MussH dann Tragermenge einer Untergruppe ¥6n-,~1, 1) sein?

(4) Sei(G,-,"1,1) eine Gruppe, sdil eine nichtleere Teilmenge vaB, und seie ein Element vorH. Wir nehmen an,
dass(H, |y, "y, © eine Gruppe ist. Zeigen See= 1.

(5) Sei(G,-,*,1) eine Gruppe und s¢i eine endliche nichtleere Teilmenge v@n sodass fiir alld,h, € H auch
h, - h, in H liegt. MussH dann Trégermenge einer Untergruppe G, "1, 1) sein?

Wir bestimmen die Tragermengen von Untergruppen der Gr@ppad erhalten

(1) fid},
(2) {id, (12)},
(3) fid, (13)},
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(4) {id, (23)},
(5) {id, (123, (132},
(6) Ss.

UBUNGSAUFGABEN4.19.

(1) Welche der folgenden Mengen sind Tragermengen von giniepen der Grupp$,? (n = 2).
(@) A=(feSIfD)=1);
(b) B={f €S,1f2 > fD);
(c) *C={f € S§IVke {1,2,...,n}: f(K = k- f(1) (modn)}.
Berechnen Sie die Anzahl der Elemente ¥oi8, undC!

DEFINITION 4.20. SeienG,-,1,1), (H,®,7,1,,) Gruppen. Eine Abbildung :
G - H heil3t Gruppenhomomorphismus

(1) ©(9; - 9») = ¢(9,) © ¢(Qy) far alle 0,0 € G,
(2) @(g;h = (@)™,
(3) (1) = 1,,.

BEISPIEL4.21. SeiG := (R*,-) und seiH := (R, +). Danniisty : R - R*, X > In(x)
ein Homomorphismus.

BEISPIEL 4.22. Die Abbildung

o: -7,

X [X],

ist ein Gruppenhomomorphismus VoA, +) nach(Z,,, +).

DEFINITION 4.23. Gruppenomomorphismen, die injektiv sind, heilemomorphis-
men surjektive Gruppenhomomorphismen heilEgmmorphismenbijektive Isomor-
phismenHomomorphismen einer Gruppe in sich selbst heiBedomorphismerbi-

jektive Endomorphismen heil3é&utomorphismen

BEISPIEL 4.24. SeienH und K die Untergruppen voB, mit den Tragermengen
H:=1{0,(1,2,3),(1,3,2)},K:={0, (1, 2)}
Dann istH isomorph zur Gruppé€Z,, +), und K isomorph zur Gruppé&Z,, +).

UBUNGSAUFGABEN 4.25.

(1) Wir haben einen Gruppenhomomorphismus als eine Abhggu: G - H definiert, die folgende drei Bedingun-
gen erfillt:
(@) @91 -G %) = ¢(@1) g 9@y furalleg,, g, € G;
(b) ¢(016) = (¢(gy)A fiiralleg, € G;
(C) ‘P(lc) = lH-
SeienG und H Gruppen, und sef eine Abbildung, die die erste Bedingung

(9 g 92) = ¥(9y) g ¥(Qy) fliralleg;, g, € G

erflllt. Zeigen Sie, dasg dann ein Gruppenhomomorphismus ist, das heil3t, zeigerd&sy auch die anderen
beiden Bedinungen erfullHinweis: Starten Sie mit der dritten Bedingung!
(2) Finden Sie alle Gruppenendomorphismen @pg, +)! Wieviele davon sind Automorphismen?
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(3) Die Ordnung eines Gruppenelemegtst das kleinsten € N, sodasg = 1. Seig ein Gruppenhomomorphismus.
SeienG und H endliche Gruppen, und sei: G » H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass fir jedes
g € G die Ordnung vog ein Vielfaches der Ordnung va(g) ist.

(4) Finden Sie das kleinste € N, sodass die Grupp@ 3, +) in die symmetrische Grupp$,, einbettbar ist!

(5) Finden Sie eine 4-elementige Untergruppe$jedie nicht isomorph zuz, ist.

(6) SeienG undH Gruppen, seh ein Homomorphismus vo& nachH. SeiA Tragermenge einer Untergruppe vGn
Zeigen Sie, dasis(A) Tragermenge einer Untergruppe vdrist.

(7) SeienG undH Gruppen, seh ein Homomorphismus vo& nachH. SeiB Tragermenge einer Untergruppe vidn
Zeigen Sie, dass™1(B) = {x € G| h(x) € B} Tragermenge einer Untergruppe \Grist.

(8) Zeigen Sie, dass ein Homomorphismus, der die Eigenschaf

firallexe G:h(x) =1, = x=1g

erfillt, injektiv ist.
(9) Seiem, me N. Finden Sie alle Homomorphismen v6fi,, +) nach(Z,,, +).
(10) Zeigen Sie, dass die Abbildurfg G » G, g~ g-! genau dann ein Homomorphismus ist, wéhabelsch ist.
(11) SeiG die Grupp&(Z,)", %) mit der Verkniipfung

(X Xy oy X)) & (Y1a Yoroos V) = (X @Y1, X @ Yo, oy X, D Yi)s

wobei @ die Addition modulo 2 ist. SeX eine Menge min Elementen, und seP(X) die Potenzmenge VOK.
Zeigen Sie:

H = (P(X),A) ist eine Gruppe. (Finden Sie das Inverserza X, und das Einselement.)
Geben Sie einen Gruppenisomorphismus #machG an!

DEFINITION 4.26. Die Grupp€eA heil3teinbettbarin die GruppeG (geschrieben als
A < G), wenn es einen Monomorphismus vamachG gibt.

Seip der Monomorphismus voA nachG. Da das Bildp(A) = {¢(a) | a € A} Trager-
menge einer Untergruppe v@ist, ist A dann sogar isomorph zu einer Untergruppe
vonG.

BEISPIEL 4.27. IStS; einbettbar irS, ? Wir betrachten folgende Abbildung:
S — G
f— o),
wobeip(f) definiert ist durch
e(fy : {1,2,3,4f — ({1,234}

X s f(x) fallsx<3
4 fallsx = 4.

Die Abbildungg ist ein MonomorphismusS; ist also einbettbar i$,.
BEISPIEL 4.28. Ist(Z,, +) in S, einbettbar? Da

fid,(1 2 3 4),(13)(2 4),(14 3 2)
Tragermenge einer Untergruppe vBpist, die isomorph zur Grupp&,, +) ist, gilt
(Zy+) = S,
Der Satz von Cayley besagt, dass jede Gruppe in irgendeingp@8, einbettbar ist;
anders gesagt: jede Gruppe ist isomorph zu irgendeinergfofpe irgendeines, .

SATZ 4.29 (Satz von Cayley)SeiG = (G,-,71, 1) eine Gruppe. Dann is& einbettbar
in(Ss,0,7t,idg).
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Einen-elementige Gruppe ist also isomorph zu einer Untergrugp&d
Beweis:Sei
o: G- SG
g Q) ’
wobei
dg: G-G
X g-X.

Wir zeigen nun einige Eigenschaften vbn

(4.2)

(1) Fur alle g e G ist®(g) eine bijektive Abbildung von G nach ®lir fixieren
g € G, und zeigen als erstes, dalgg) injektiv ist. Dazu fixieren wix,y € G
s0, das(g)(X) = ®(g)(y). Es gilt danng- x = g-y, daher aucly™ - (g-x) =
gl-(g-y), und somiix = y. Um zu zeigen, dasB(g) surjektiv ist, fixieren wir
y € G und suchen eix mit ®(g)(x) = y. Wir finden diesex alsx := g*-y.

(2) @ istinjektiv.Seieng, he G. Wir nehmen an, dask(g) = ®(h) gilt. Dann gilt
auch®(g)(1) = ®(h)(1), alsog- 1 = h- 1. Daher giltg = h.

(3) @ ist Homomorphismu®azu ist zu zeigen:

vg,he G: d(g- h) = d(g) o B(h)
Wir fixiereng, he G und zeigen:
VX e G: &(g-h)(x) = (P o P(h)(X).

Wir fixieren x € G und berechnen beide Seiten von (4.1). Die linke Seite
erhalten wir durch

O(g-h(x) =(g-h)-x.
Die rechte Seite:
(@(g) ° D(h))(X) = D(Q)(P()(X))

= o(g)(h-X)
=g-(h-x.

Daher ist® ein Monomorphismuaa

BEISPIEL 4.30. Wir betterZ;, +) in die Gruppes g, 4, (), €in-

[Ols + X, ¢y = ([01)([1]5)([2]5) = O
[1]3 +X, ¢ = ([0]3 [1]3 [2]3)
[2]3 +X, ¢, = ([0]3 [2]3 [1]3)

[Ol3 = ¢g, (¥
[1]3 2T ‘;01()()
[2]3 = @5 (%)
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5. Séatze von Lagrange und Fermat

SATZ 4.31. Sei H eine Tragermenge einer Untergruppe V@n,-). Wir definieren auf
G eine Relation durch

X~y Y& Xt yeH.
Dann ist~,, eine Aquivalenzrelation. AuBerdem gilt:

) x~yyexey-H={y-hlheH};

(2) Die Aquivalenzklasse von y bezlglieh ist die Menge yH;

(3) Alle Aquivalenzklassen haben gleich Kardinalitat, undkisedinalitat einer
solchen Klasse igH].

Beweis:Wir zeigen zunachst, dass, eine Aquivalenzrelation ist.

« ~,, ist reflexiv:Wir fixierenx € G. Zu zeigen isk ~,, x. Das gilt, fallsx™* - x
in H liegt. DaH Tragermenge einer Untergruppe @) ist, gilt 1 € H.

 ~, ist symmetrischWir fixierenx,y € G mit X ~, y. Zu zeigen isy ~, X,
alsoy?-x e H. Dax!-y e H undH Tragermenge einer Untergruppe ist,
liegt auch(x!-y)~tin H. Daher giltaucty* - (x )t =y1.xe H.

« ~,, ist transitiv: Wir fixierenx, y, ze G, sodasx ~,, yundy ~,, z. Zu zeigen
istx ~, z Daxt-ye Hundy!-ze H,giltauchx!-y-y?*-ze H, und
daherx!.ze H.

Nun zeigen wir die drei angegebenen Eigenschaftenyon

(1) “=>™ Seix ~, Y. Zu zeigenisk € y- H. Dax ~, , gilt x* -y € H. Es gibt
alsoh e H mitxt.y = h. Dann giltx ! = h-y~1, und damit auckx = y- h™2,
Somit giltx e y-H. “<™ Seih € H so, dasx = y-h. Dannisty! - x = h,
somit gilty ~, X, und, da~,, symmetrisch ist, gilt auck ~, y.

(2) Seiy € G. Wir suchen die Menge

yl. ={xe G| x~, Y.

Wegen Eigenschaft (1) ist diese Menge gegeben dixch G | X ~, y} =
y- H. Die Mengely] _ schreibt man oft auch aig~.
(3) Fur alley € Gist die Abbildung
Yy : H —
h

—>

y-H

y-h
bijektiv.

Die letzte Eigenschaft sagt, dass alle AquivalenzklasserRelation~,, gleich viele

Elemente haben. Das ergibt folgende Konsequenz:

SATZ 4.32 (Satz von Lagrangepei H Tragermenge einer Untergruppe der endlichen
Gruppe(G,-). Dann gilt: |[H]| teilt |G].
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Die Anzahl der Elemente vd@ heil3t auchdie Ordnungvon G. Der Satz von Lagrange
sagt also, dass die Ordnung einer Untergruppe ein Teiledddmung der Gruppe ist.

DEFINITION 4.33. SelG eine Gruppe und € G. Die kleinste Untergruppe vaa, die
g enthalt, heildt die vog erzeugte Untergruppe. Wir kiirzen die TrAgermenge der von
g erzeugten Untergruppe n{i) ab.

Wie kann({g) aussehen?

(1) Fall: Es gibt ne N mit ' = 1: Dann gilt{g) = {¢}, &, ..., d" = 1}, wobeim
das kleinstan € N mit g" = 1 ist. Die Grupp€&({g), -) ist dann isomorph zu
Z,.,+).

(2) Fall: Es gibt kein ne Nmitg' = 1: Danngilt(g) ={...,g% 9% 15,9, &, ...}
Die Gruppe({g), -) ist dann isomorph z(Z, +).

Eine GruppeG die eing € G besitzt, sodasqy) = G, heildtzyklisch Jede zyklische
Gruppe istisomorph zu einet# ,,, +) (m € N), oder zuZ, +).

DEFINITION 4.34. Sei(G,-) eine Gruppe, und sgj ein Element vorG. Mit ord (g)
(Ordnung von Y bezeichnen wir das kleinsta € N, sodasgf” = 1, falls es ein
solchean gibt; sonst schreiben wir ogl= co.

BEISPIEL 4.35. Wir berechnen die Ordnung zweier Elemente der Grgggg0}, -).
Es gilt ord([2]5) = K@)l = {2,4,3,1}I = 4, und ord[4],) = I{4,1}| = 2.

SATZ 4.36 (Satz von Fermat)Sei(G,-) eine endliche Gruppe und seigg G. Dann
gilt:

(1) ord(g) teilt |Gl;
(2) gGI = 1(;-

Beweis:(1) Die Grupp&(g), -) hat ord(g) Elemente. Nach dem Satz von Lagrange teilt
also ordg) die Zahl|G|. (2) Aus der Definition von orey) erhalten wirgP@® = 1.

Daher gilt auchg® = (g‘“d(g))%gg) =1, 1

Der Satz von Fermat liefert auch ein Ergebnis aus der Zdtgene. FUZ; := {[x],|X
Z und ggTx, n) = 1} hat die Grupp&€Z;, -) genaup(n) Elemente. Fur jedes Elemeant
dieser Gruppe gilt daher®™ = [1]...

Fur jede Permutation € S, gilt: z” = id. Das hat Konsequenzen in der Kryptologie:
Eine Verschlisselungsabbildukgst oft eine Permutation einer endlichen Menge; es
gibt also einn € N, sodas€"(x) = x. Kennt man alsdc(x) und die FunktiorE, so
iteriert man die Anwendung voB so lange, bis mai&™?*(x) = E(x) erhalt. Dann ist
E"(x) der gesuchte Klartextépeated encryption
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6. Die Abzahltheorie von Polya

PrRoOBLEM 4.37. Auf wieviele Arten kann man die Ecken eines Quadrats mitrarei
ben farben? Dabei sehen wir zwei Farbungen als gleich annpvean sie durch Dre-
hungen oder Spiegelungen des Quadrats ineinander Gberiiitann.

DEFINITION 4.38 (Gruppenoperation). S&,-) eine Gruppe unX eine Menge. Eine
Verknipfungs : G x X - X heil3t Gruppenoperation, falls gilt:

(1) Furallet¢ e X: 15« & =&,
(2) furalleg,he Gundé e X:g=(h=&) =(g-h)=¢.

Diese Gruppenoperationen geben uns eine Mdglichkeit, @ithematisches Modell
fur das Farbeproblem zu finden. Eine Féarbung ist eine Fumkiom der Menge der
Ecken{l, 2, 3,4} in die Menge der Farbem, b, g. Die Menge aller Farbungex ergibt
sich also als:

X ={f:{1,23,4} > (r,b,g}.

Jede Symmetrieoperation des Quadrats ist eine Permutiiorier Eckpunkte. Alle
Symmetrieoperationen erhalten wir aus folgendem DialagGAP [GAP99]. Diese
Symmetriegruppe nennen vix,.

gap> D4 := Goup ((1,2,3,4), (1,2)(3,4));
Goup([ (1,2,3,4), (1,2)(3,4) 1)
gap> AsList (D4);
[ O, (2,4), (1,2)(3,4), (1,2,3,4), (1,3),
(1,3)(2,4), (1,4,3,2), (1,4 (2,3) ]
gap>
Zwei Farbungenr, 8 sind gleich, wenn es eigaus der "Symmetriegruppe” gibt, so-
dass fur alle Eckpunktee {1, 2, 3, 4} qgilt:

BY(2) = a(2).
Wir definieren nun eine Gruppenoperation \bpauf der MengeX der Farbungen:
*x ¢ GxX — X
(g,0) +— 0=x*q,

wobei
gxa : {1,2,3,4 — {1,2,3,4)
z — a(@'@)
(Die naherliegende Definitiog= a(2) := a(g(2)) ergibt keine Gruppenoperation.)
DEFINITION 4.39. SeiG eine GruppeX eine Menge und eine Gruppenoperation

von G auf X. Wir bezeichnerg undn in X als G-aquivalent, falls es eig € G gibt,
sodasg = gxn. Wir schreiben dafug ~ n.
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Es gilt also
ErxgnieoAge G:gxE =1

SATZ 4.40. Sei G eine Gruppe, X eine Menge uneine Gruppenoperation von G auf
X. Dann gilt:

(1) ~ ist eine Aquivalenzrelation.
(2) Fur ein ¢ e X ist die Aquivalenzklasstf~; = {n € XIn ~s &} gegeben
durch

meXinzg & ={g«£&lge Gl

G=x¢ = {g=£1g € G} heil’3t “Bahn” oder “Orbit” voné unter der Operation von
G. Wenn wir also die nichtaquivalenten Farbungen des Quadeédtlen wollen, dann
mussen wir dieAnzahl der Bahneder Gruppenoperation vdd, auf der Menge der
FarbungerK berechnen. Diese Anzahl der Bahnen erhalten wir aus fokyarhtz:

SATZ 4.41 (Frobenius-Burnside-Lemmagei G eine endliche Gruppe, sei X eine
Menge, und sei eine Gruppenoperation von G auf X. Sei n die Anzahl der Bahnen
von G auf X. Dann gilt:

1 .
n= @ . Z |Fix (9),

geG

wobeiFix (g) = {£ € X | g= & = &)

BEISPIEL 4.42. Bevor wir diesen Satz beweisen, wenden wir ihn auf dasiAlpro-
blem an. Wir berechnen also Riy fur alle Elementg € G. Wir tun das zum Beispiel
fur g = (1,4, 3,2). Eine Farbungr liegt in Fix(g), falls fur allez € {1, 2, 3, 4} qgilt:
a(2) = a(g(2). Damit gilt: a(1) = a(4), a(4) = a(3), a(3) = a(2), a(2) = a(l). Also
liegen in Fix(g) alle Farbungen, die alle 4 Eckpunkte gleich farben. Das, $ieddrei
Farben, genau drei Stick. Fii= (1, 2)(3,4) liegen genau jene Farbungen in gy
die (1) = a(2) und a(3) = a(4) erfillen. Das sind 33 = 9 Stuck. Furg = (1,3)
werden genau die Farbungen vofixiert, bei denen 1 und 3 gleich gefarbt werden.
Das sind 27 Farbungen. Der Satz von Burnside-Frobeniustexigio fiir die Anzahh
der Farbungen

1
n= 5(34+33+32+31+33+32+31+32).
Es gibt also 21 verschiedene Farbungen.

BEISPIEL 4.43. Wir farben ein Sechseck mit den Farben rot und blau &8s drei

Ecken rot und drei Ecken blau sind. Zwei Farbungen des Sek$fiseien gleich, wenn
sie durch Drehung ineinander Ubergefuhrt werden kénneeviéle Farbungen gibt
es?

Die MengeX aller Farbungen mit drei roten Ecken ist gegeben durch
X={p | ¢:{1,2,...,6} > {r,b},Ig™({rHl = 3,19 ({b}I = 3}.
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Auf dieser MengeX operiert die Grupp& (Untergruppe de§;) durch

g+ ¢(2) := o(g (2)

Wir suchen die Anzahl der Bahnen der Gru@aufX. Nach dem Frobenius-Burnside-
Lemma erhalten wir fur diese Anzahl = % e IFIX (@I mit Fix(g) = {¢ € X |

9= =g}
Welche Permutationen atf, 2, ..., 6} liegen in der “Drehgruppe des Sechsecks"? Wir
finden die Drehungen:

={(), (123456, (135(246), (14)(25)(36), (153)(264), (1654 33}.

Wir erhalten die Tabelle:

| IFix (g)l
1x0 (5=
2% (123456 |0
2% (135(246) |2
1% (14)(25)(36) | 0

Die Anzahl der Bahnen ergibt sich als= %3 -(20+2-2) =

BEISPIEL 4.44. Wieviele verschiedene Farbungen eines Sechsedkssyitvenn wir
zwei Farbungen als gleich betrachten, wenn sie durch Spiegen und Drehungen
des Sechsecks ineinander tibergehen? Wieder sollen dneuide rot und drei blau
sein. Wir erhalten folgende Tabelle:

0

(26)(39(D)(4
(13)(46)(2)(5)
(15(24(3)(6)
4x{ (12)(36)(45)
2x{ (123456
2x{ (135(246)

Wir bekommen nun fur die Anzalnlder Bahnem = liz -(20+12+4) =

) =20

NOOMDMNT

Beweis von Satz 4.4Wir zahlen die Elemente der Mengeauf zwei Arten, wobei
F:={0,619€G,eX,g«¢ =&}

Wir erhalten
Fi= D liEeX g=&=¢8l= ) IFix@
geG 0eG
und

Fl= ) Hge G:g«& =&l

&eX
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Die Menge{g | g« ¢ = &} heil3tStabilisator vor¢. Wir schreiben daftr auch Stald).
Wir zeigen zunéchst, dass fur afles X gilt:

(€]
IStab; (&)
Die Abbildunge : G - G« &, g g= £ ist surjektiv. AuBerdem gild(g) = ¢(h), falls
gx ¢ = h«¢. Das gilt genau dann, wergn! - h € Stal(€). Nun istS:= Stah,(¢) eine
Untergruppe voi®G. Die Gleichheitp(g) = ¢(h) gilt also genau dann, wergi*-h e S,
Jedes Element i@ = £ hat also genald Urbilder unterg, und es gilt:

191G =« &l = |G,

4.2) IG«&l=1{gx €& : ge G}l = GrolRe des Orbits vafi=

Wir bekommen also:

D llgeGigsé=&)l= ) IStay (@)

éeX éexX

Wir wahlen nun Reprasentanten flr die Orbits. Wir wahleo &|s&,, ..., &, so, dass
G+&NG+E =0, undG £, UGx&,U - UG+ ¢, = X. Alle Elementey in G = £,
erfillenG « n = G = &,. Wir verwenden diese Eigenschaft, und rechnen:

IG| : IG|
——— =) |Gx& - ——
;IG*ﬂ JZ; il iGag)

=n-|G|.
Die Anzahl der Elemente voha ist alson - |G|. Wir erhalten also:
> IFix (@l =Gl - n.
geG

u.
UBUNGSAUFGABEN 4.45.

(1) Wir farben die Ecken eines regelméaRigen Funfecks mitcdehen rot, blau, und gelb.

(a) Wieviele Moglichkeiten gibt es, die Ecken zu farben, wenr zwei Farbungen als gleich ansehen, wenn sie
durch eine Drehung des Funfecks ineinander ubergefihdemdtdnnen?

(b) Wieviele Moglichkeiten gibt es, die Ecken zu farben, wevir zwei Farbungen als gleich ansehen, wenn sie
durch Drehungen und eine Spiegelungen des Funfecks irtndiergefihrt werden kdnnen. (Hinweis: es
gibt jetzt 10 Symmetrieoperationen.)

(2) Wir farben Flachen eines Wurfels.

(a) Wieviele verschiedene Farbungen gibt es, wenn wir zagiéh nehmen und zwei Farbungen als gleich be-
trachten, wenn sie durch eine Symmetrieoperation des \giinieinander ubergefiihrt werden kénnen. Dabei
operiert auf den Flached, 2, 3,4, 5, 6} des Wiirfels die Untergruppe dgy, die von(4, 2,3,5),(1, 2,6,5),(3,1,4,6)
erzeugt wird. lhre Elemente entnehmen Sie dem folgendelodrait GAP (steht fir Groups - Algorithms
-Programming, ein in Aachen und St. Andrews entwickeltesywesentlichen frei verfigbares Gruppentheo-
riesystem GAP99)):
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gap> G:= Goup ((4,2,3,5, (1,2,6,5), (3,1,4,6));

Goup([ (2,3,5,4), (1,2,6,5), (1,4,6,3) ])

gap> Size (G;

24

gap> AsList (Q;

[ O, (2,3,5/4), (2,4,5,3), (2,5)(3,4), (1,2)(3,4)(5,6), (1,2,3)(4,6,5),
(1,2,4)(3,6,5), (1,2,6,5), (1,3,2)(4,5,6), (1,3,6,4), (1,3)(2,5)(4,6),
(1,3,5)(2,6,4), (1,4,2)(3,5,6), (1,4,6,3), (1,4)(2,5)(3,6),
(1,4,5)(2,6,3),

(1,5,6,2), (1,5,4)(2,3,6), (1,5,3)(2,4,6), (1,5)(2,6)(3,4), (1,6)(3,4),
(1,6)(2,3)(4,5), (1,6)(2,4)(3,5), (1,6)(2,5) ]

(b) Wieviele verschiedene Farbungen gibt es mit 3, wiewiailen Farben?
Auf wieviele verschiedene Arten kdnnen Sie die Eckere®iQuadrats mit drei Farben farben, wenn jede Farbe
wirklich vorkommen soll? Dabei sind zwei Farbungen gleigbnn sie durch eine Symmetrieoperation des Quadrats
ineinander Ubergefuhrt werden kénnen.

gap> G:= Goup ((1,2,3,4), (1,2) (3,4));"

Goup([ (1,2,3,4), (1,2)(3,4) 1)

gap> Size (Q;

8

gap> AsList (G;

[ O, (2,4, (1,2)(3,4), (1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,4), (1,4,3,2), (1,4)(2,3) ]

Auf wieviele verschiedene Arten kdnnen Sie die Ecker®i@Quadrats mit drei Farben farben, wenn zwei Farbungen
dann als gleich angesehen werden, wenn sie durch Vertaugdeun Farben ineinander Ubergefiihrt werden kénnen?
Das Quadrat diirfen wir dabei nicht bewegen. AuRerdem mikssieziner Farbung nicht alle 3 Farben vorkommen.
Hinweis: Sie brauchen eine neue Gruppenoperation. Es operiertljet3t auf den Farbungen. Aber wie?

gap> G:= Goup ((1,2), (1,2,3));

Goup([ (1,2), (1,2,3) ])

gap> AsList (G;

[ O, (2.3), (1,2), (1,2,3), (1,38,2), (1,3) ]

7. Kongruenzrelationen auf Gruppen

DEFINITION 4.46. SeiG,°) eine Gruppe, und sei eine Relation auG. Diese Rela-
tion ~ ist kompatibelmit o, wenn fiir alleg,, g,,h;,h, € Gmitg, ~ g, undh, ~ h,

auch

g ohy ~gyoh,

gilt. Eine Aquivalenzrelation au®, die kompatibel mit ist, heiRtkongruenzrelation

von (G, o).

Beispiel: Auf der GruppéZ, +) ist die Relation~, die durch

X~Yy:o 5teiltx-y

definiert ist, eine Kongruenzrelation.

UBUNGSAUFGABEN 4.47.

@

Sei(G,0) eine Gruppe, und sei eine Kongruenzrelation ayfs,o). Seiena,b € G so, dassa ~ b. Zeigen Sie
al~bl
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SATZ UND DEFINITION 4.48. SeiG = (G, i, 1) eine Gruppe und eine Kongruenz-
relation vonG. Wir definieren nun Verknipfungen auf der Faktormenge @irch

(glla') ° (gzla) =(0 gz)/a'
und
i'(9,/ @) :=i(9y) a.
Dann sinde und 1 wohldefiniert. Au3erdem i$G/a, o, i, 1/ a) eine Gruppe, did-ak-
torgruppevon G nacha.

Wir beschreiben jetzt alle Kongruenzrelationen auf einerpgpe.

DEFINITION 4.49. SeiG eine Gruppe, und s&l ¢ G. N ist einNormalteilervon G,
wennN Tragermenge einer Untergruppe v6hist, und fur alleg € G und fur alle
ne Nauchg?t-n-ge N liegt.

BEISPIELE 4.50.

« SeiG=(Z,+),N=1{5-2z|ze Z}. Dann istN ein Normalteiler vonZ, +).

 Sei(G,-) abelsch. Dann ist jede Tragermenge einer Untergruppe emalo
teiler vonG.

« In S; sind folgende Untergruppen Normalteiler: Es ¢liB2) o (12) o (123) =
(13), daher ist die Mengf), (12)} kein Normalteiler.

SATZ 4.51. Sei(G,-) eine Gruppe, und sei eine Relation auf G. Dann sind folgende
Aussagen aquivalent:

(1) Die Relation~ ist eine Kongruenzrelation auf G.
(2) Es gibt einen Normalteiler N vo(G, -), sodass fur alle x,y= G gilt : x ~
yeoxt.yeN.

Beweis:Wir zeigen zunéachst die Implikation (3 (2):

Wir fixieren eine Kongruenzrelation auf G. Wir behaupten, dass
N:={xeG|x~1}

ein Normalteiler ist, und dass die Bedingung

(4.3) x~yext-yeN

erfullt ist. Zun&chst zeigen wir, dads Tragermenge einer Untergruppe V@3, -) ist.
Wir fixieren x,y € N und zeigernx! € N. Wir wissen, dasg ~ 1; gilt. Da ~ eine
Kongruenzrelation ist, gilt auckr - x ~ x™* - 1. Daher gilt }; ~ x"* und somit auch
xt € N. Nun zeigen wir, dass auehy € N liegt. Wir wissenx ~ 1; undy ~ 1;; also
gilt x-y~ 15 - 15 = 15, und daher liegk - y in N.

Um zu zeigen, dasN ein Normalteiler von(G,-) ist, fixieren wirg € Gundn € N
und zeigerg? - n-g e N. Das Elemeng™ - n-gliegtinN, fallsg*-n- g~ 1; gilt.
Wir wissen, dass ~ 1; gilt. Daher giltg™*-n~ gtundg?-n-g~ 1.



50 4. GRUPPEN

Nun zeigen wir, dass die Eigenschaft (4.3) ebenfalls eriitl wir zeigen zuerst die
Implikation “=". Wir fixieren x,y € G mit x ~ y. Dann gilt auchx ! - x ~ x* -y, und
somit liegtx! -y in N. Fir “<” fixieren wir x,y € G mit x* -y € N. Es gilt dann
x 1.y~ 15, und daher auck- x*-y ~ x- 15, und somity ~ x.

Jetzt zeigen wir die Implikation (2» (1): SeiN ein Normalteiler vorG und ~ definiert
durch

x~yext.yeN.
Wir missen zeigen, dasseine Kongruenzrelation ist. Dazu fixieren Wit X,, y;, Y, €
G mitx; ~ X, undy, ~y,. Zu zeigen isk, -y, ~ X, -y,, d.h,,

X YD) XY, €N,
also

yit Xt %,y €N

Wir haben eim € N, sodass;* - x, = n. Dann ergibt sich

Vi XX Y, =Y N,
=yt YVt Ve
Der letzte Ausdruck liegt iN.

Wenn(G,-) eine Gruppe undll ein Normalteiler von(G, ) ist, dann ist~:= {(X,y) €
G x G|x!-ye N} eine Kongruenzrelation vai@, -). Die FaktorgruppéG/~y,, °) mit
(g-N)o(h-N) :=(g- h) - N schreibt man auch einfach & N. Die GruppeG/N heifl3t
Faktorgruppevon G moduloN.

SAaTz 4.52. Seien(G,-) und(H, -) Gruppen und sep : G - H ein Homomorphismus.
Dann istKer() = {X | ¢(X) = 1,} ein Normalteiler von G. Auf3erdem gilt fur alle
X,y e G, dass x! - y genau dann ifker(y) liegt, fallso(x) = ¢(y).

Fir einen Gruppenhomomorphismpgon (G, -) nach(H, -) bezeichnen wir mit Irty)
die Menge{¢(g) g € G}. Die Menge Inty) ist dann Tragermenge einer Untergruppe
von (H, ), und es gilt folgender Satz:

SaTz 4.53. Seien(G,-) und(H, -) Gruppen und sep : G - H ein Homomorphismus.
Dann ist die Gruppé&lm(yp), -) isomorph zur Faktorgruppe ®er(y).

SATz 4.54 (Satz von Sylow — 1. Teil)Sei p eine Primzahl, seia N, und sei me N
so, dasggT(p,m = 1. Sei G eine Gruppe mit®p m Elementen. Dann hat G eine
Untergruppe mit p Elementen.

Fur den Beweis, siehe z.BRpPb03J.
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8. Direkte Produkte von Gruppen

Man kann fur zwei Gruppeit=, H ihr direktes Produkdefinieren. Dieses Produkt hat
als Tragermeng& x H, die Operationen werden komponentenweise ausgefuhrt. Die
folgende Definition ist allgemeiner:

SATz UND DEFINITION 4.55. Sei | eine nichtleere Menge, und fir jedeg il sei
G; eine Gruppe. Dann definieren Wil(G;|i € 1) als eine algebraische Struktur
mit Tragermengd],_, G;. Seien a= (a;|i € I)und b= (b/li € I) € II;,, G,. Wir
definieren @ b := (g o, bli € 1) und al:=(@a?tli el). Dannistli(G;li € 1) :=
I,y Gvo, 74, (1¢ i 1)) eine Gruppe, dadirekte Produkt def;.






KAPITEL 5

Abelsche Gruppen

1. Erzeugen von Untergruppen

DEFINITION 5.1. SeiG = (G,-) eine Gruppe, und séi ¢ G. Dievon T erzeug-
te Untergruppevon G ist die Untergruppe vorG, deren Tragermenge duréh :=
NMUI|T cU c G, U ist Subuniversum voitr} gegeben ist.

SATZ 5.2. Sei A = (A, +) eine abelsche Gruppe, und seign.1.,t, € A. Dann ist
die Tragermenge H der voft,, ..., t } erzeugten Untergruppe vaA gegeben durch

H:={zxt,+---+27,xt12,...,Z, € Z).
DEFINITION 5.3. Eine Gruppd& heif3tendlich erzeugtwenn es eine endliche Teil-

mengeT von G gibt, sodass die voh erzeugte Untergruppe vad die gesamte Grup-
pe G ist.

2. Die Charakterisierung endlich erzeugter abelscher Grupen

SATz 5.4 ([Pil84, Satz 15.5]).Fur jede endlich erzeugte abelsche Grup@egibt es
natirliche Zahlen k, re N, t;, ..., t, € N.und Primzahlen p ..., p, (nicht notwendi-
gerweise verschieden), sodaGsx= Zyu X XLy X 7'.

LEMMA 5.5. Sei G eine abelsche Gruppe, se&kY, seien g, ..., g, € G, und seien
Ny, ...,N € Z. Wirnehmen an, daggyT(n,,...,n) = 1. Danngibtesh ..., h € G,

sodass
k
h1 = Z N, = g,
i=1

und
(918 = (hy . ).

Beweis:Wir zeigen durch Induktion, dass fur allee N die Aussagé\(n) gilt, die so
definiert ist:

Fur allen,, ...,n, € Z, sodass ggh,,...,n) = LundX¥, In| =
n, und far alleg,,...,g € Ggibtesh;,...,h € G sodasdh,

S« g und(gy, ..., g) = (hy, ... hy).
53
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A(1) ist unmittelbar klar. Wir fixieren num > 2 und nehmen anA(i) gilt fur alle
i € Nmiti < n. Seienn,,...,n, € Z. Wir nehmen an, dass ggT,...,n) = 1 und
Y¥,In| = n. Seieng,,...,g, € G. Da ggTn,,...,n) = 1 undY¥,In| = 2, sind
zumindest zwen, # 0. Seiena,b e {1, ...,k} so, dass # bund|n,| = In,| > 0. Wir
setzen nun

Es gilt

k
hy = " I« (sgrn,) = g).
i=1
Wir setzeng; :=sgnn,) =g, furi =1,...,k Es giltalso

hy=Inl«g, +Ing«gy+ > Inlxg.
ie{l,....k\{a,b

Somit gilt
hy=(nd =D+ I+ (G + )+ >, Inlxg.

ie{l,....k\a,b}
Dalny - In,| + In| < In| + In,|, gibt es nach Induktionsvoraussetzung..., h, € G,
sodass
({0, %+ Ulglie(l,....k\{a b)) = (h,....h).
Es gilt

(5.1) ({g. 9 +9) U{gliell, ..., k\{a b}
2 ({0 G U gl e {1,..., K\ {a, b}})
= (0, % - )
= (01 G-+ ) -

Somit haben wir die gewlnschténp ..., h, gefundenm

Beweis von Satz 5.%Vir wahlen eink in N, sodass& durchk Elemente erzeugbar ist,
und definieren

E:={(0,....9) € G| {9,,....g,) = G}.

Jedem(g,, ...,g,) € G* sei das Tupelordg,, ...,ordg,) € (N U {co})* zugeordnet.
Wir ordnen(N U {co})* lexikographisch, und wéhlen efa,, ..., a) € G¥, fur das das
zugeordnete Tupel minimal ist. See {0, ..., k} so, dass ord,,, = --- = orda, = c
und orda,, ...,orda € N. Wir zeigen nun, dass die Grupg isomorph zur Gruppe
H ist, wobei

H: =7 XZ. .. XXZ .. xZ"

orda; orda, orda
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Dazu betrachten wir die Abbildung
¢ zx — G
(2, 3) — XL 78

Wir sehen leicht, dasg ein Homomorphismus und surjektiv ist. Wir bestimmen nun
den Kern vonp. Offensichtlich gilt

(5.2) (orda,)Z x (orda,)Z x - -- x (orda))Z x {0} c Ker(yp).

Wir zeigen nun, dass in (5.2) sogar Gleichheit gilt. Nehmaraw, es gibt ein Element
in Ker(¢), das nicht in der linken Seite von (5.2) liegt. Dann gibt eshagin Element
(z,..,2) € ZX\{(0,...,0)}, sodass O< z, < ordaj fur alle j € {1,...,1} und
(z,, ..., %) € Ker(yp). Es gilt also

k
Z;*q:o.

i=1

Seij e {1,...,k} minimal, sodasg; + 0. Wir definiererz := ggT(z, ..., ). Dann gilt

k
Z*(Z%*Q)ZO
=]

DaggT%,...,%) =1, gibtes nach Lemma 513, ..., b, € G, sodass

und(b;,...,h) = (a;,..., ). Daher gilt
(a,....a_a,....a)=(ay,...,a_5,b,....h).

Wegenz b, = 0 gilt ordb; <z =<z < orda;; daher ist das Tupel

(orday, ...,orda; ;,ordb,, ... ordby)
lexikographisch kleiner als das Tupel

(orday, ...,orda; ;,orda;,...,orday);
das ist ein Widerspruch zur Wahl va, ..., a.. Daher muss in (5.2) Gleichheit gelten.
Wegen des Homomorphiesatzes@sisomorph zuz*/ Ker(y), es gilt also

G = 7*/((orda,)Z x (orda,)Z x - - - x (orda)Z x {0}*").

Nun gilt far den Epimorphismusy : Z¥ — Z,4, X - X Zyy, % 2,

(X X Kegs -0 %) P (Xl oo X g Xers -+ %), dass Kelp) = Ker(y). Also ist
G auch isomorph zu IGy), und somit gilt

(5.3) G=z=7 X XZ

orda;

k-1
orda XZ".
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Sei orda, = qcfl---q(sys, wobei alleg, verschiedene Primzahlen sind. Da fir relativ prime
a,be 7 gilt, dassZ, isomorph zwZ, x 7, ist, istZordaj isomorph zUT;_, Z . Folg-
lich gewinnt man aus (5.3) die gewlinschte Zerlegung &oin ein Produkt zyklischer
Gruppen von Primzahlpotenzordnung und Kopien Zom

Die Darstellung einer endlich erzeugten abelschen Grufgpdiektes Produkt von
zyklischen Gruppen von Primzahlpotenzordnung und von &opbnZ ist eindeutig.

SATZ 5.6. Seienk, |, r, =Ny, t, ..., eN,u, ..., u €N, seien p, ..., g (nicht not-
wendigerweise verschiedene) Primzahlen, und sgien.qg, (nicht notwendigerweise
verschiedene Primzahlen). Seien

G = Zpltl x---prktk xZ'

H = quul ><---><Zqlul X Z°.
Wir nehmen an, dass
G =~H.
AuRerdem nehmen wir an, dass die Faktoren in folgender Vieiselnet sind: Fir
allei,j e {1,...,Kmiti < jgilt p; > p, oder (g = p; und { = t;), und fir alle
i,jefl,....,Itmiti < jgiltg, >q; oder (g =q;und $=s)).

Danngiltr=s,k=1,und furalleie {1,...,K: p; = q.



KAPITEL 6

Ausgewahlte Kapitel der Diskreten Mathematik

1. Graphen

DEFINITION 6.1. EinGraphist ein Tripel(V, E, ), wobeiV, E endliche Mengen sind,
V #®,1 cV xE, und flr allee € E die Menge{v e V | (v, & € |} zweielementig ist.
Die Elemente au¥ sind dieKnoten die Elemente auk die Kantendes Graphen.

Falls(v,e < I, dann sagen wir, dass die Kardgenit dem Knotenv inzidiert. Falls
X,y € V so sind, dass es eme E gibt, sodassx,e | und(y, e € I, dann sagen
wir, dasse zwischen x und y verlauft.

DEFINITION 6.2. Ein Graph heif@infach wenn zwischen zwei Knoten immer hdch-
stens eine Kante verlauft.

Die hier verwendete Definition eines Graphen lasst keinde8eh, also Kanten mit
dem gleichen Anfangs- und Endpunkt zu.

DEFINITION 6.3. Sei(V, E, ) ein Graph, und sei ein Knoten des Graphen. Dann ist
derGradvonv definiert als die Anzahl der Kanten, die miinzidieren.

UBUNGSAUFGABEN 6.4.

(1) Sei(V,E,I) ein Graph. Zeigen Sie:
= Z Grad(v).

veV
(2) Sei(V,E,I) ein Graph. Zeigen Sie:
[=2-lEl

(3) Zeigen Sie, dass ein Graph eine gerade Anzahl von Knatgeraden Grades hat.

(4) Geben Sie eine Definition von Graphen, die SchleifensatldDefinieren Sie den Grad eines Knoten so, dass
Y.vev Grad(v) das Doppelte der Kantenanzahl ist.

(5) Geben Sie eine Definition von Graphen, die Schleifensatjaind die es erlaubt, dass zwischen zwei Knoten mehr
als eine Kante verlauft. Definieren Sie den Grad eines Kreedass ., Grad(v) das Doppelte der Kantenanzahl
ist.

2. Eulersche Wege

DEFINITION 6.5. Seik € N,. Eine Folge(x,, &, X, &, %,, ..., §, %) von Knoten und
Kanten eines Graphen hei{&rbindung der Lange,kvenn allex; Knoten und alles,
Kanten des Graphen sind, und aul3erdem flriadl¢l, 2, ..., k} die Knotenx,_, undx;

57



58 6. AUSGEWAHLTE KAPITEL DER DISKRETEN MATHEMATIK

genau die Knoten sind, die matinzidieren. Eine Verbindung hei¥eg wenn allee
voneinander verschieden sind. Ein Weggeschlossgrwennx, = X,.

DEFINITION 6.6. Zwei Knoten eines Graphen simdrbundenwenn es eine Verbin-
dung mit Anfangx, und Endex, gibt. Die Relation “verbunden sein” ist eine Aqui-
valenzrelation auf den Knoten. lhre Aquivalenzklasse® @eZusammenhangskom-
ponentendes Graphen. Ein Graph mit nur einer Zusammenhangskomfgheifdt
zusammenhangend

DEFINITION 6.7. Ein geschlossener Weg in einem Graphen Heifkerscher Kreis
wenn er jede Kante des Graphen genau einmal enthalt.

Der Name kommt daher, dass sich Euler Uberlegt hat, ob es S8peziergang tber die
sieben Briicken Konigsbergs gibt, bei dem man Uber jede Brijekau einmal geht.

SATZ 6.8. Ein Graph enthélt genau dann einen Eulerschen Kreis, wemhéchstens
eine Zusammenhangskomponente Kanten enthalt, und jedezrikgeraden Grad hat.

Beweis:Wir zeigen zunachst, dass die Bedingung, dass jeder Knaeadgn Grad
hat, notwendig ist. St die Lange des Weges, seein Knoten, und sei

l(v) :={i € {0,...,k—1}|x = V.

Dann inzidiertv mit allen Kanten in{e [i € [(v)} U {e,,|i € [(v)}. Der Knotenv
inzidiert nur mit Kanten in dieser Menge: Wermmit einer Kantee inzidiert, muss
e irgendwo im Eulerschen Kreis vorkommen, und somit gleigemdeineng, sein.
Dann ist aber entwedey ; oderx, gleichv. AuBerdem sind fir, j  I(v) miti # j die
Mengen{g, §,,} und{e,, e;,,} disjunkt: wenng, = e,,;, dann giltauch = j +1. Somit
istx;ex ein Teil des Kreises. Dg = x; = v, inzidierte, nur mitv — ein Widerspruch
zur Schleifenfreiheit des Graphen. Somit inzidiennit einer geraden Anzahl von
Knoten.

Da ein Eulerscher Kreis nur Knoten der gleichen Zusammegdgk@mponente enthalt,
mussen alle Kanten zwischen Knoten in der gleichen Zusamamgskomponente
verlaufen.

Wir zeigen nun, dass die Bedingung, dass jeder Knoten gei@dal hat, hinreichend
ist. Wir gehen mit Induktion nach der Anzahl der Kanten voenW der Graph keine
Kanten enthélt, so wahlen wir einen KnoterDie Folge(v) ist ein Eulerscher Kreis
der Lange 0. Wenn der Graph eine Kagfeenthalt, so seier, undx; die mite, in-
zidierenden Knoten, sodagge, x; ein Weg ist. Wir verlangern diesen Weg, bis wieder
nicht mehr weiter konnen. Da alle Knoten geraden Grad hadaem das erst passieren,
wenn wir eink mit x, = X, gefunden haben. Wir haben also einen \WggXx, ...6X,
mit k € N gefunden. Wir bilden nun einen neuen Grapl@#nindem wir ausG die
Kantene,, ..., g entfernen. Jeder Knoten v@i hat geraden Grad. Wir kdnnen nach
Induktionsvoraussetzung in jeder Zusammenhangskomp®deron G’, die zumin-
dest eine Kante enthalt, einen Eulerschen K&g®) finden. Jede dieser Komponenten
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enthalt zumindest eir, und dann auch eine damit inzidierende Kante. Also kdnnen
wir jeden KreisC(Z) an den Kreisg, --- X, anhangenm

3. Planare Graphen

DEFINITION 6.9. Ein Graph isplanar, wenn er sich ifR? “liberschneidungsfrei zeich-
nen lasst”.

DEFINITION 6.10. Ein ebener Graph ist ein P&@, Z), wobeiG ein planarer Graph
undZ eine tUberschneidungsfreie Zeichnung @i R? ist.

SATZ 6.11 (Euler).Sei G ein zusammenhangender, ebener Graph mit v Knoten und e
Kanten, der die Ebene in f Flachen unterteilt. Dann gilt

v—e+f=2

Beweisskizzalir zeigen, dass fur jeden ebenen Graphenz@iisammenhangskom-
ponenten die Gleichung— e+ f = 1+ zgilt. Das kann man durch Induktion nach der
Kantenanzahl zeigem

SATZ 6.12. Sei G ein einfacher planarer Graph. Dann hat G einen Knotessdn
Grad hdchstenS ist.

Beweis:([AZ98]) Wir fixieren eine Uberschneidungsfreie Zeichnung degpGea und
bezeichnen miv,eund f die Anzahl der Knoten, Kanten, beziehungsweise Flachen
dieser Zeichnung. Wir nehmen an, dass 3 und das$s zusammenhangend ist. Wir
bilden die Menge
F={(xy,alxeV,yeV, vonxnachy verlauft eine Kante voN/,
aist die Flache, die rechts vory liegt,
wenn man vorx nachy geht}

Fir jede Flacha definieren wir die Menge ihrer Begrenzungsseiten als
{x,y) € V?I(x,y,8 € F}.
Fir jeded € N sei f; die Anzahl der Flachen mit genaBegrenzungsseiten. Es gilt
f=>"1,
ieN

IF| = 2e,

Fl=>fi-i

ieN
DaG einfach und zusammenhangend ist, ¢l f, = 0, und somit
2e—3f = 0.

und
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Fiir jedes € N seiv, die Anzahl der Knoten vom Grad Fur die Inzidenzrelatioh
zwischen Knoten und Kanten gilt

[l = 2e

=y

ieN

ZVi = V.

ieN
Wenn wir annehmen, dass alle Knoten Geaé haben, so gilv, = v, = --- =v; = 0.
Also gilt 2e — 6v > 0. Also gilt (2e — 6v) + 2(2e — 3f) = 0, somit—6v + 6e — 6f
v-—e+ f < 0im Widerspruch zur Eulerschen Flachenfornmel.

und

Ausserdem gilt

UBUNGSAUFGABEN 6.13.

(1) [AZ98, p.59] SeiG ein einfacher planarer Graph mit= 3 Knoten unde Kanten. Dann gile < 3v— 6.
(2) [AZ98, p.59] Zeigen Sie, dass die Graphien (der vollstandige Graph mit 5 Knoten) uid 5 (der vollstandige
bipartite Graph mit 2 mal 3 Knoten) nicht planar sind.

SATZ 6.14. Sei G ein einfacher planarer Graph. Dann kann man die Knoten® so
mit 6 Farben farben, dass keine zwei Knoten, zwischen denen eime Kerlauft, die
gleiche Farbe haben.

Es reichen sogar 4 (statt 6) Farb&fieffarbensaty

4. Der Satz von Ramsey

SATZ 6.15 (Satz von Ramseygeien p, t, re N. Dann gibt es eine Zahl & N, sodass
folgendes erfllt ist:

Sei X eine Menge mit N Elementen. Wir farben jede p-elengentig
Teilmenge von X mit einer von t Farben. Dann gibt es eine Menge
Y ¢ X mit n Elementen, sodass alle p-elementigen Teilmengen von
Y die gleiche Farbe haben.

Fir eine Menge&X und eine Zahip € N bezeichnen wir mif ) die Menge allerp-
elementigen Teilmengen vofi Dann kann man Satz 6.15 auch so formulieren:

SATZ 6.16. Seien p,t,re N. Dann gibt es eine Zahl & N, sodass folgendes erfullt
ist:

Fur alle Mengen X mifX| = N und fiir alle Funktionen ¢ (§) -
{1,2,...,t} gibt es eine Menge ¥ X mit n Elementen, sodass c auf
(}) konstant ist.
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Das kleinsteN, fur das die Aussage erfullt ist, bezeichnen wir nip, t, n (Ramsey-
Zahl). Dabei bezeichnen wir eine Funktiéon A — B als konstant, wenda,, a, € A:
f(a) = f(a,) gilt; somit ist fur jedesB jede Funktionf : ¢ — B konstant.

Wir betrachten Spezialfalle:

e p = 1n = 2: Es gibt einN, sodass fiur jede Meng€ mit N Elementen
folgendes gilt: Wenn man die Elemente ¥1in t Klassen aufteilt, so gibt es
zwei Elemente, die in der gleichen Klasse liegen. Darausrsefirr(1,t,2) =
t + 1. (Schubfachprinzip)

UBUNGSAUFGABENG6.17.

(1) Berechnen Sie(1,t,n) fur allet,ne N.

Weitere Spezialfalle:

e p=2,t=2n=3: Man weil3, dass(2, 2, 3) = 6 ist. Das heil3t:
Wenn man jede 2-elementige Teilmengen einer 6-elemeniigen
ge entweder rot oder blau farbt, dann gibt es drei Elemayibeg
sodasga, b}, {a, ¢ und{b, ¢ die gleiche Farbe haben.

Das kann man auch so formulieren:

Sei Kg der vollstandige Graph mit 6 Knoten uf§) Kanten. Wir
farben jede Kante entweder rot oder blau. Dann enthalt deplGr
ein einfarbiges Dreieck, also drei Knoteyy, z sodassy, xzundyz
die gleiche Farbe haben.

UBUNGSAUFGABEN6.18.

(1) Zeigen Sig(2,2,3) < 6.

(2) Zeigen Sig(2,3,3) < 17.

(3) Zeigen Sieg(2,k,3) < (r(2,k-1,3)-1)-k+ 2.

(4) (Lastiger Spezialfall I) Berechnen Sig, t, p!

(5) (Lastiger Spezialfall 1) Sep < n. Was istr(p, 1, n)?
(6) (Lastiger Spezialfall Ill) Sep > n. Was istr(p, t,n?

LEMMA 6.19. Seien p, t= N. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(1) Fur alle n € N gibt es ein N e N, sodass es fir jede Farbung der p-
elementigen Teilmengen v@h 2, ..., N} mitt Farben eine n-elementige Teil-
menge Y vorl, 2, ..., N} gibt, sodass alle p-elementigen Teilmengen von Y
die gleiche Farbe haben.

(2) Furalle n e Ngibtes ein Me N, sodass folgendes gilt: fir jede M-elementige
Teilmenge X der natirlichen Zahlen und fir jede Farbung defgmentigen
Teilmengen von X mit t Farben gibt es eine n-elementige @ag@ Y von
X, sodass alle p-elementigen Teilmengen von Y, die dashglennimale
Element haben, die gleiche Farbe haben.
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Beweis:(2) = (1): Wir fixierenn € N. Wegen (2) gibt es eill, sodass es fur jede Far-
bung derp-elementigen Teilmengen vda, 2, ..., M} mitt Farben einét(n - 1) + 1)-
elementige Teilmeng¥ von {1, 2, ..., M} gibt, sodass all@-elementigen Teilmengen
von Y, die das gleiche minimale Element haben, die gleiche Faaberh Wir be-
haupten, dash := M in (1) das Gewulnschte leistet. Wir fixieren eine Farbungpder
elementigen Teilmengen vdh, 2, ..., M} mitt Farben, und wéhlen eifgn— 1) + 1)-
elementige Teilmeng¥ wie oben. Fir jede Farbé dert Farben definieren wir die
MengeM; := {Xx € Y| jede p-elementige Teilmenge vo¥f mit x als minimalem
Element hat die Farbé}. Eine der Mengem; hat zumindesh Elemente. Allep-
elementigen Teilmengen vavi; haben dann die gleiche Farime.

Beweis des Satzes von Ramsey (Satz 6/tisdefinieren ein Pradikat
R(N, p,t,n

dadurch, dasB(N, p, t, 0 gilt, wenn es fur alleN-elementigen MengeX und fiir alle
Farbungerc : (ﬁ) - {1, ...,t} einen-elementige Teilmeng¥ von X gibt, sodass auf

(}) konstant ist.

Wir definieren ein Pradikat
SM’ p1 t, n)

dadurch, das§(M, p, t, n gilt, wenn es fur alleM-elementigen TeilmengeX von N
und fur alle Farbungeo : (>,§) - {1,...,t} einenn-elementige Meng& < X gibt,
sodass fur allé\, B e Y mit min(A) = min(B) gilt, dassc(A) = ¢(B).

Wir wahlen nurt € N, und zeigen durch Induktion naghdass/pe N(Yne N3N €
N : R(N, p,t,n) gilt.

e p=1: Wirfixierenn € N. Dann leisteN := t(n— 1) + 1 das Gewinschte.

« Seinunp > 2. Wir zeigen als erstes, dass die Eigenschaft (2) aus Lenfta 6
gilt. Diese Eigenschatft lasst sich &8 € NAM € N : SM, p, t, n) abkirzen.
Wir zeigen diese Eigenschaft durch Induktion nach

— FiUrn < pleistetM := p das Gewiinschte.

— Wir fixierenn > p. Mit der Induktionsvoraussetzung der Induktion nach
n produzieren wir eirM fr n — 1. M ist also so, das§(M, p,t,n— 1)
gilt. Es gibt dann also fir allX ¢ N mit [X] = M und fur allec :
(%) = {1 ...t} eine(n — 1)-elementige Teilmeng¥ von X, sodass fiir

alleP, Qe (}) mit min(P) = min(Q) gilt, dassc(P) = c(Q).

Wegen der Induktionsvoraussetzung der Induktion nagjibt es eine

ZahIN e N, sodasR(N, p— 1,t, M) gilt. N ist dann so, dass es fur jede

MengeX; mit |X;| = N und fur jede Funktiore : (p)fll) - {1,...,t} ein

Y, € X, mit[Y,| = M gibt, sodass auf (1 ) konstant ist.

Wir behaupten nun, dass fur

M":=1+N
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die Eigenschaf&(M’, p, t, n) erfullt ist. Wir fixieren dazu ein&1’-elementige
TeilmengeX = {X,, ..., Xy} vonN (mitx; <X, < --- < X,,) und eine Far-
bungc der p-elementigen Teilmengen votimitt Farben. Wir geben nun
jeder(p—1)-elementigen Teilmengévon X\{x, } die Farbe vorix,} UZ;
wir definieren als@’ : (*}"4') > {1, ..., t} durchc'() := c(Z U {x,}). Wir
finden dann wegeR(N, p— 1,t, M) eineM-elementige Teilmenga von
X\ {x,}, sodass allg¢p — 1)-elementigen Teilmengen voh unter der
Farbungc’ die gleiche Farbe haben.
WegenS(M, p, t,n— 1) gibt es eingn — 1)-elementige TeilmengB von
A, sodass allg-elementigen Teilmengen vaamit dem gleichen mini-
malen Element unter der Farbuaglie gleiche Farbe haben.
Wir behaupten, dasB U {x;} eine n-elementige Teilmenge VoKX ist,
sodass fur allgp-elementigen TeilmengeR,, P, von B mit min(P)) =
min(P,) gilt, dassc(P,) = c(P,). Wir wahlen dazu zwep-elementige
TeilmengerP,, P, vonBU {x;} mit dem gleichen minimalen Element. Ist
dieses Element;, so haben weged(P)) = ¢'(P,\ {x,}) = C (P, \ {x;}) =
c(P,) die MengerP,, P, die gleiche Farbe unter daP, \ {x,} undP,\{x,}
(p — 1-elementige Teilmengen voh sind. Ist dieses Element nicky,
dann sindP,, P, beidep-elementige Teilmengen vdhmit dem gleichen
minimalen Element und haben daher die gleiche Farbe.
Somit giltSM’, p, t, n. Das beendet den Induktionsschritt nach
Wir haben jetzt also/n e NIM € N : M, p, t, n), gezeigt; es gilt also gilt
die Eigenschatft (2) von Lemma 6.19, und folglich auch (1) kemma 6.19.
Wir zeigen nunYn € NAN € N : R(N, p,t,n. Sei dazn € N. Wir wahlen
als N die aus Eigenschaft (1) von Lemma 6.19 gewonnene ZahlXSei
{X;, ...,%y} eineN-elementige Menge, und sei: () - {1,...,t}. Fir eine
p-elementige Teilmenge vofl, ..., N} seic'(A) := c({x|i € A}). Wegen
Lemma 6.19 (1) hatl..., N} dann einen-elementige Teilmeng®8, sodass
C'|(B) konstant ist. Se¥ := {x|i e B}. Dann istc auf (},) konstant. Das

begndet den Induktionsschritt der Induktion nacm

UBUNGSAUFGABEN 6.20.

(1) (Induktionsbeweis im Satz von Ramsey) SdReM : Ny x Ny - Ny U {eo}. Die FunktionerR, M erfillen:
(@) R(,n) e Ny fiir allen e N,
(b) M(O,n) e Ny fir allen e Ng.
(c) R(n,0) e Ny fiir allen e N,
(d) M(n,0) e Ny fir allen € Ny
() R(p,n = M(p,2n) fur alle p,ne N,.
() Fralle p,ne N\ {0} mit M(p, n—1) € Ny gilt:

M(p,n =1+ R(p-1,M(p,n-1)).

Zeigen Sie, dass fir alke, be N gilt: R(a, b) € Nj. Zeigen Sie also, dagdnie den Funktionsweio annimmt.
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SATz 6.21 (Erdds-Szekeres)Sei ne N, n > 3. Dann gibt es eine Zahl N, sodass jede
Menge von N Punkten in der Ebene, von denen keine drei auf@araden liegen, n
Punkte enthalt, die die Eckpunkte eines konvexen n-Eats sin

BeweisDer Falln = 3 ist offensichtlich. Sei nun = 4. Wir setzerN := 5, und wahlen
5 Punkte in der Ebene. Wenn die konvexe Hille der 5 Punkteiemetk oder Flinfeck
ist, so gibt es ein konvexes Viereck. Nehmen wir nun an, deskahvexe Hiulle ein
DreieckA, B, Cist. Dann liegt der vierte Puni® im Inneren des Dreiecks. Die drei
Geraden durcld und A, durchD und B, und durchD undC teilen das DreieclABC
in 6 Flachen. Je nachdem, in welcher dieser Flachen deefénfhktE liegt, erhalten
wir ein konvexes Viereck.

Sei nunn > 4. Wir wéhlenN := r(4,2,n). SeiX eine Menge vorN Punkten. Wir
farben nun jede Teilmenge von 4 Punkten dyitvenn die konvexe Hulle ein Dreieck
ist, und mitv, wenn die konvexe Hille ein Viereck ist. Nach dem Satz von &&am
gibt es einen-elementige Teilmeng¥ von X, sodass alle 4-elementigen Teilmengen
die gleiche Farbe haben.

Wenn diese Farbe ist, so haben win > 5 Punkte gefunden, unter denen keine 4 ein
konvexes Viereck bilden, im Widerspruch zum bereits gdeeigralln = 4.

Also ist diese Farbg. Wir zeigen nun, dass die konvexe Hulle vérein konvexes-

Eckist. Sely” ' Y eine minimale Teilmenge, deren konvexe Hiille gleich devkaan
Hulle vonY ist. Y’ ist nun die Menge der Eckpunkte eines konveREcks. Wenn
Y’ =Y, so haben wir ein konvexesEck gefunden. Wen € Y undD ¢ Y’, so
liegt D im Inneren der konvexen Hiulle vorY. Es gibt danmA,B,C € Y’, sodas®D

im Inneren des Dreieck&BC liegt. Dann ist die Farbe vofA, B, C, D gleichd, im

Widerspruch dazu, dass alle Teilmengen Yodie Farbev habenm

SATz 6.22. Seite N. Dann gibt es ein N, sodass es fur jede Grugpenit |G| > N
und jede Aufteilung von G{1} in t Klassen eine Klasse gibt, die drei verschiedene
Elemente x,y, z mitz x- y enthalt.

Beweis:SeiN := r(2,t,4), s := |G| — 1, und seiG = {1,x,,...,%x}. Wir farben die
Teilmengei, j} von {1, ..., s} mit der Nummer der Klasse VO, i Xnaxij)- S€I€N
a<b<c<de({l,...,9 so, dass alle zweielementigen Teilmengen {eyb, c, d

die gleiche Farbe haben. Da'x, + X;'%y, ist zumindest eines dieser beiden Elemen-
te ungleichx;'x,. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seix, # x;'x,. Es gilt
0G1%) - (%1%y) = (G1%,). Diese drei Elemente sind paarweise verschiesien.

UBUNGSAUFGABEN 6.23.

(1) Seit € N. Zeigen Sie, dass es eine Zahlgibt, sodass fur jede Aufteilung der Mengk 2, ..., N} in t Klassen es
eine Klasse gibt, die zwei verschiedene Zahlen und deremf&uemthalt.
(2) Zeigen Sie den “unendlichen” Satz von Ramsey:
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SeiM eine unendliche Menge. Wir farben jedeslementige Teilmenge vav mit einer von endlich
vielen Farben. Dann gibt es eine unendliche Teilmehgen M, sodass allg-elementigen Teilmen-
gen vonT die gleiche Farbe haben.
Hinweis:Nehmen Sie ariVl sei abzéhlbar unendlich. Gehen Sie mit Induktion naebr. Konstruieren Sie eine Fol-
ge(ay, &, ...) von Elementen itM, sodass alle Teilmengen véa |i € N}, die das gleiche “minimale Element” be-
sitzen, die gleiche Farbe haben. (Der Beweis steht auch intikehr “Ramsey’s Theorem” in
http://en.w ki pedi a. org/ wi ki .)
(3) Verwenden Sie Ubung (2), um zu zeigen, dass jede reeldeifmlge eine monoton fallende oder eine streng
monoton steigende Teilfolge enthalt.
(4) (Dicksons Lemma) Fur zwei Vektorenw € NE schreiben wirv <’ w falls fur allei € {1,...,k} : v < w.

Sei(vy, Vs, ...) eine Folge von Vektoren iNE. Dann gibt es eine (unendliche) Teilfolge, die bezugkchschwach
monoton aufsteigend isHinweis: Verwenden Sie den unendlichen Ramseysatz fir eine bestiriérbung von
Paaren von Vektoren mitFarben.






KAPITEL 7

Kdrper aus Polynomringen

DEFINITION 7.1. Eine algebraische Strukt® ist einKdrper, wennR ein kommuta-
tiver Ring mit Eins istR zumindest zwei Elemente hat, und alle ElementeR\ {0}
invertierbar sind.

SATZ 7.2. Sei R ein Hauptidealbereich, und sei f ein irreduzibles Elemeot R.
Dann istR/(f) ein Kérper.

Beweis:Seix € Rso, dasg+(f) = 0+(f). Wir zeigen, dasg+(f) invertierbar inR/(f)
ist. Sei dazu das von{x, f} erzeugte Ideal, und seie R so, dassz) = |. Dann gilt
z| f, also istzentweder assoziiert zioder invertierbar. Wennassoziiert zu ist, so
gilt wegenz | x auchf | x. Dann gilt abex € (f), und somitx+ (f) = 0+ (f). Folglich
ist zinvertierbar. Dann gilt & |, und es gibt somit, ve R, sodassix+vf = 1. Dann
gilt U+ (F)X+ () + (v+ (D) +(F)) = 1+ (), alsou+ ()X + (f)) = 1+ ().
Folglich istx + (f) invertierbarm

KOROLLAR 7.3. Sei p eine Primzahl. Dann i, ein Korper.

KOROLLAR 7.4. Sei K ein Korper und sei f ein irreduzibles Element aus derg-Pol
nomring K(t]. Dann ist K[t]/(f) ein Kérper.

Wir definieren den Grad des Nullpolynoms als.

LEMMA 7.5. Sei K ein Kérper, und sei &€ K[t]. Das Polynom f ist ein invertierbares
Element von ig], wenndeg f) = 0. Das Polynom f ist ein irreduzibles Element von
K[t], wennded f) = 1 und fiur alle g,he K[t] mit f = g- h gilt degg) = 0 oder
degh) = 0.

Fur einen KorpeK nennen wir ein irreduzibles Element véitjt] auch einiber K
irreduzibles Polynom

1. Irreduzible Polynome UberQ

DEFINITION 7.6. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins, s& € N, und seif =
>, fith € R(t]. Das Polynont ist primitiv, wenn es kein primep € R gibt, das alle
Koeffizientenf, (i =0, ..., n) teilt.

67
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LEMMA 7.7 (Gaul3sches Lemmagei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien
f, g e R[t] primitiv. Dann ist f- g ebenfalls primitiv.

Beweis:Wir nehmen an, dass$ - g nicht primitiv ist. Dann gibt es ein primeg

R, das alle Koeffizienten voifi - g teilt. Da f und g primitiv sind, teilt p weder alle
Koeffizienten vonf noch alle Koeffizienten vog. Seik maximal, sodasg t f,, und
seil maximal, sodasg 1 g,. Wir berechnen den Koeffizienten vafi' von f - g und
erhalten(f - 9, = 2% fyni0- Furi <1 gilt p| fy,,,;, und furi > | gilt p| g. Da
pl(f-0,,, giltalsop]| f.g,. Dap prim ist, teilt es daher einen der beiden Faktoren,
im Widerspruch zur Wahl vokund|. m

DEFINITION 7.8. Seia = Y at' € Z[t], a # 0. Wir definieren dernhalt von a
durch conta) := ggT(a,, &, ..., a,).

SATZ 7.9. Sei fe Z[t]\{0}, seien g, he Q[t] so, dass f= g-h, und seiew, 8 € Z\{0}
so, dassrg e Z[t] undBh e Z[t]. Wir setzen:

y = # -confa g) - con{(B h),
g = coniag) @ g,
h = ontGh Bh.

Danngilt f=y(g-h)undy e Z, g € Z[t], i € Z[t].

Beweis:Die Gleichungf = y (g - ") erhalt man unmittelbar durch Nachrechnen. Wir
zeigen nun, dasg € Z. Seiend,e € Z \ {0} so, dassy = ‘—85 und ggTo,e) = 1.
Danngilte f =6 (g - h). Daf € Z[t], teilt ¢ alle Koeffizienten vor (¢ - h’'). Wegen
ggT(9, ¢) = 1 teilt ¢ alle Koeffizienten vorg - '. Nun sindg’ undh’ primitiv. Wegen
des Gauf3schen Lemmas (Lemma 7.7¢isk’ ebenfalls primitiv, also gilt € {1, —1}.
Folglichgiltye Z. m

SaTZ 7.10 (Eisenstein-Kriterium)Seien ne N, p Primzahl, a= ¥ ,a t' € Z[t] so,
dass

(1) plag, ..., pla, 4,
(2) pt a,
(3) P°1 &,

Dann ist a ein irreduzibles Element v@it] (also ein tbeK irreduzibles Polynom).

Beweis:Wenna nicht irreduzibel ist, gibt eb, c € Q[t] vom Grad> 1, sodasa = bc.
Wegen Satz 7.9 gibt es dann auch e Z[t] sodass = rsund degr) > 1, degs) > 1.
Seik := degr), | := deds). Dann giltk+1 = n. Wegenp 1 a, gilt p{r, undp+t s. Wir
zeigen nun, dass fur allg € Ny mit k; < k und fur allel; € Ny mitl, <1 gilt, dass
plr,undpls . Seidazk, minimal mitpf{r,, und sei, minimal mitp{ s . Dann
ist der Koeffizient vort®*'2 des Polynoma nicht durchp teilbar. Somit giltk, +1, = n,
und somitk, = k, I, = |. Also gibt es Polynome, ve Z|[t], sodass = r, t*+ puund
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s=st' + pv. Somitgilta, = (r - 5), = 7(0) - 50) = p-TO) - p- (0). Folglich ista, ein
Vielfaches vonp?, im Widerspruch zur Annahma

UBUNGSAUFGABEN7.11.

(1) Seienf,ge Z[t]\{0}. Zeigen Sie, dass carit- g) = cont( ) - con{g).
(2) Seia e Z[t], n := dega, und seir eine rationale Nullstelle voa = aotO +---+a,t". Zeigen Sie, dass gs e Z
gibt, sodass = § undp|ag, q|a,.

2. Quotientenkorper

Wir verallgemeinern jetzt die Konstruktion véhausZ.

Sei dazuD ein Integritatsbereich. Auf der Mendé, b) € D?|b # 0} definieren wir
eine Relation durclia, b) ~ (c,d) :< ad = bc. Diese Relation ist eine Aquivalenz-
relation, und wir kirzen die Klass@, b/~ mit § ab. Mit Q(D) bezeichnen wir die
Faktormengé(a, b) € D?|b + 0}/ ~. Auf Q(D) definieren wir+ durch2 + & := adthe

bd !
a._ -a ) a, c._ ac
- durch—B =3, und durchb i= b

SATZ UND DEFINITION 7.12. SeiD ein Integritatsbereich. Dann isQ(D), +, —, -, (1’ %)
ein Korper. Er heil3t deQuotientenkdrpevon D.

SATz 7.13. Sei D ein Integritatsbereich, seK ein Korper, und sep ein Ring-mit-
Eins-Monomorphismus voP nach K. Dannisty : Q(D) —» K, ¥(%) := ¢(a) -
(¢(b))~* wohldefiniert und ein Ring-mit-Eins-Monomorphismus vorotigmtenkorper
von D nachK.

Sei K ein Kdrper. Den Quotientenkdrper des PolynomridgH,, ..., t,] bezeichnet
man als den Korper deationalen Funktionen vom Transzendenzgrad n tkemund
kirzt ihn mit K (t,, ..., t) ab.






KAPITEL 8

Endliche Korper

1. Definition und einfache Eigenschaften endlicher Korper

DEFINITION 8.1. Ein kommutativer Ring mit EinR = (R,+, —,-,0, 1) ist einKorper
wenn

1) IR=2,
(2) Furallex e R\ {0} gibtes einy e Rmitx-y = 1.

UBUNGSAUFGABEN 8.2.

(1) Zeigen Sie, dass es in einem Korper fur jedégchstens eiy mit x- y = 1 geben kann.
(2) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier Elemente in einempefdur dann 0 ist, wenn einer der Faktoren gleich O ist.

In einem Korper hat jedes Elemeat+ O genau ein multiplikativ inverses Element;
wir bezeichnen es mi1. Fir jede Primzahp ist der RingZ , ein Korper.

DEFINITION 8.3. SeiF = (E,+,—,-,0,1) ein Kdorper, und seK c E. Die MengeK
ist dannTragermenge eines Unterkorparmsn E, wenn

(1) 0eK,1eK,
(2) furallex,ye Kgitx+ye K, x-yeK,x-yeK,
(3) furallex e K gilt x! e K.

WennK Tragermenge eines Unterkorpers \Miist, S0 istK = (K, +|x.«, —lx» Ik 00 D)
selbst ein Korper. Wir bezeichndd dann aldUnterkorpervon E, und E als Erwei-
terungvon K.

UBUNGSAUFGABEN 8.4.
(1) Zeigen Sie: Der Durchschnitt beliebig vieler Tragergemvon Unterkdrpern eines Korpers ist wieder Tragermenge
eines Unterkorpers.

(2) SeiE ein endlicher Korper, und s& c E mit |[K| = 2 so, dass fiir allg,y € K auchx + yundx-yin K liegen.
Zeigen Sie, dask Tragermenge eines Unterkdrpers \Brist.

Der Durchschnitt aller Unterkérper eines Kérpdisist wieder ein Kérper, er heifdt
Primkdrpervon E.

SATZ 8.5. SeiE ein endlicher Koérper. Dann gibt es eine Primzahl p, sodas$dien-
kérper vonE isomorph zWZ , ist.

71
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Beweis:Offensichtlich sind all@«1 mita € Z in jedem Unterkorper voiy enthalten.
Da F endlichist, gibtes,be Nmita>bundax1=Dbx1, also(a—b)*1=0.Wir
zeigen nun, dass

minfne N|nx 1= 0}
eine Primzahl ist. Sep dieses Minimum. Wenn es d < pgibt, sodased = p, dann
gilt (c*1)-(d=*1) =0, also entweder = 1 = 0 oderd = 1 = 0. Das widerspricht der
Minimalitat von p. Die Abbildung

® . 7 — E
Z +— Zx1

ist ein Ring mit Eins-Homomorphismus. Sie hat den Primkbyos E als Bild, ihr
Kern istpZ. Der Primkdrper vor¥ ist also isomorph z&/pZ = 7 ,. m

Sei E ein Korper. Das kleinst@ € N sodas9 = 1 = 0 heildtCharakteristikvon E.
Wenn es kein solchgs e N gibt, dann definieren wir die Charakteristik véhals O.

UBUNGSAUFGABEN 8.6.

(1) Bestimmen Sie den Primkorper des Kdrpers der komplexdten.
(2) Zeigen Sie, dass der Primkdrper eines beliebigen Kémpetweder isomorph z, fur irgendeine Primzahp, oder
isomorph zuQ ist.

SaTz 8.7. Die Anzahl der Elemente eines endlichen Koérpers ist einenPahlpotenz.

Wir beweisen folgende starkere Aussage:
SaTz 8.8. SeiK ein Unterkorper des endlichen Kdorpes. Dann gibt es ein re N,
sodassE| = |K]|".

Beweis:Durch die skalare Multiplikation : KXE — E, kxe := k-ewird (E,+, —, 0; )
zu einem Vektorraum Ubét. Wegen der Endlichkeit vol hatK eine endliche Basis
B = (b,,...,b,). Die Abbildung, die jedene € E sein Koordinatentup&g); zuordnet,
ist eine Bijektion vorE nachK". m

Satz 8.8 folgt nun, wenn man als den Primkdrper vorE wahlt.

SATZ 8.9. SeiE ein Kdrper der Charakteristik p mit ¢ p™ Elementen. Dann gilt fur
allex,ye E:

(1) X+y)P =xP+yP
(2) x4 = x.

Beweis:(1): Nach dem binomischen Lehrsatz gilt
p-1
(X+Yy)P=xP+ Z (P) s XyPT 4+ yP.
i=1

Da(P)furallei  {1,2, ..., p— 1} Vielfache vonp sind, gilt(x + )P = X° + yP.
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(2): Wir verwenden den Satz von Fermat fir die Grugpe -) und erhalten, dass alle
x # 0 die Gleichung@! = 1 erflllen.m

UBUNGSAUFGABEN 8.10.

(1) SeiK ein Kérper der Charakteristig, seim e N, und seierx, y € K. Zeigen Sie(x + y)P" = xP" +y?".
(2) SeiK ein Korper, und sef € K|[x]. Seienay, ay, ..., € K paarweise verschiedene Nullstellen vbnZeigen
Sie, dasg1(x — a;) ein Teiler vonf in K[x] ist.
(3) Zeigen Sie, dass ein Polynom Af[x] vom Grad< n, dasn + 1 verschiedene Nullstellen hat, automatisch das
Nullpolynom sein muss.
(4) SeiK ein Korper der Charakteristig und sei¢ € K.
(a) Zeigen Sie mithilfe des Satzes, dass fiir akeZ die KongruenzP = z (mod p) gilt, dass das Polynom

f0 := (x+ &P —xP — &P

zumindestp Nullstellen hat (probieren Siex ¢ mitn € 7).
(b) Bestimmen Sie den Grad dieses Polynoms.
(c) Schlie3en Sie daraus, da[ss( f’) furallei € {1,2,..., p—1}, und dass fur alle, 8 € K gilt: (@+8)P = aP+SP.

Satz 8.11. Die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers ist Bdti.

Wir zeigen diesen Satz mithilfe des folgenden Satzes.
SATZ 8.12. SeiA = (A,-) eine abelsche Gruppe mit neutralem Elenferw/enn es fur
jedes ne N hochstens n Elemente in A mitx 1 gibt, dann istA zyklisch.

Beweis:Seih := |Al. Fallsh = 1, ist A klarerweise zyklisch. Wir nehmen also nun
h > 2 an. Wir bilden die Primfaktorzerlegung vbrund finden alstN € N, Primzahlen
Py Py ..oy Py UNdry, r,, ..., 1y € N sodass

N
m=1
Wir werden nun fur jedes € {1,2,...,N} ein Elements, und ein Elemenb, € A
h
wahlen: Dag < h, gibt es ein Elemerd; € A, sodass;» + 1. Wir setzen

_h_
b :=an".

Es gilt dann (Satz von Fermat)

(8.1) bP" = 1.

Sei nunk die Ordnung vorb, also das kleinste € N, sodasgb,)" = 1. Dak | p," gibt
eseins € {0,1,...,1;}, sodask = p.3. Wir zeigen nun

(8.2) S =t
Nehmen wir ars, < r; — 1. Dann gilt

also
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Das widerspricht der Wahl vos; dieser Widerspruch beweist (8.2). Die Ordnung von
b, ist alsop.". Wir bilden nun

Klarerweise giltc" = 1. Wir zeigen nun, dass wirklich Ordnungh hat. Wennc
h
kleinere Ordnung hatte, dann gibt es ¢ia {1, ..., N}, sodasg® = 1. Daher gilt

h

(8.3) ﬁ b? =1

i=1
Fallsi # j, sogiltp' | pﬂJ Wegen (8.1) sind also Faktoren in (8.3) mit j gleich 1.
Wir erhalten also

b7 = 1.
Dab; wegen (8.2) die Ordnung;" hat, gilt p;" | pﬂJ Daher giltpjrj+1 | h, was im
Widerspruch zur Primfaktorzerlegung véinsteht. Das Element hat also wirklich
Ordnungh, und ist somit ein erzeugendes Element fir die Grugpm

Aus dem Satz 8.12 folgt nun direkt der Satz 8.11, da in jedenp&dund fur jedes
das Polynonx" — 1 hdchstens Nullstellen hat.

UBUNGSAUFGABEN 8.13.

(1) Sei(A,-) eine Gruppe, und seie Aundn € N so, das®” = 1. Zeigen Sie, dassein Vielfaches der Ordnung von
aist.

2. Koérper aus irreduziblen Polynomen

SATZ 8.14. Sei K ein Korper, und sei fe KJ[x] irreduzibel tGber K. Dann ist
K |[x]/(f) ein Kbrper.

Als Quotient eines kommutativen Ringes mit 1 is{x]/(f) wieder ein kommutativer
Ring mit 1. Es reicht also zu zeigen, dass jeldes K [x]/(f) mit h + 0+ (f) invertier-
barist. Selv € K|[X] so, das$ = i’ + (f). Da f irreduzibel ist, undvy kein Vielfaches
von f ist, gilt ggT(h', f) = 1. Es gibt alsai,ve K|[x], sodassi-h" +v- f = 1. Es gilt
alsou+(f)-W+(f)=u-hh+FH=A-v-H+(H)=1+(f).m

Wenn K ein endlicher Kérper mit) Elementen ist, und ein GberK irreduzibles Po-
lynom vom Gracdh, dann istK [x]/(f) also ein Kérper mig" Elementen. Wir brauchen
also zunachst irreduzible Polynome.

SATz 8.15. Sei K ein endlicher Kérper mit g Elementen, und sei f ein irredlesb
Polynom vom Grad n. Dann gilt [fxd" — x.
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Wir betrachten den KérpeK [x]/(f). Dieser Korper hat" Elemente. Es gilt also we-
gen Satz 8.9 (2x + (f))¥" = x + (f). Das bedeutet | x4 — x.m

SATZ 8.16. Sei K ein Korper mit g Elementen. Dann gilt, _,(x —v) = X4 — x.

veK
Beweis:Beide Polynome habanNullstellen: fir das linke Polynom ist das offensicht-
lich; fr das rechte eine Konsequenz aus dem Satz von Feawatls Satz 8.9. Die
Differenz dieser beiden Polynome hat also mindesteNsilistellen, und einen Grad
< g- 1. Die Differenz ist also das Nullpolynorm.

LEMMA 8.17. SeiK ein endlicher Kérper mit g Elementen, seienN, und sei f ein
Uber K irreduzibles Polynom vom Grad m. SBiein Erweiterungskorper vok mit
g™ Elementen. Dann zerféllt f i&[x] in ein Produkt lauter linearer Polynome.

Beweis:Da degf = m, gilt nach Satz 8.15, dassdas Polynomxd" — x teilt. Nach
Satz 8.16 gilt
l—[(x—a) =x" —x.

Das Polynomf ist auch ein Polynom irE[x]. Jeder Ubet irreduzible Teiler vonf
in E[X] teilt also eines der Polynome {R — b|b € E}. Das bedeutet, dadsin E[x]
vollstandig in Linearfaktoren zerfallm

Wir bezeichnen ein Polynorhalsnormiert wenn sein fuhrender Koeffizient (also der
Koeffizient vonx?9") gleich 1 ist.

SATz 8.18. Sei p eine Primzahl, sei mN, und sei g= p™. Sei f ein normiertes, tber
Z ,irreduzibles Polynom i@ [x] vom Grad m. Dann ist jeder Kérper mit g Elementen
zuZp[x]/(f) isomorph.

Beweis:Sei E ein Korper mitq Elementen. Wegen Lemma 8.17 wissen Wigine
Nullstelle in E[x] hat. Seib € E so, dass (b) = 0. Wir bilden nun die Abbildung

® : ZJ[x — E
g +— gb).
Die Abbildung® ist ein Ring mit Eins-Homomorphismus. Ihr Kern{gte Z j[X] | g(b) =
0}. Seih der normierte Erzeuger des ldeals&ebDa f € ker®, gilth| f. Daf irredu-
zibel GiberZ , ist, isth entweder von Grad O oder glei¢hIm Fall, das$ vom Grad 0

ist, gilt wegenh(b) = 0, dassh das Nullpolynom ist, wak | f widerspricht. Also ist
h = f. Es gilt also nach dem Homomorphiesatz, dﬁg[sql(f) isomorph zuE ist. m

3. Existenz irreduzibler Polynome

Wir geben im folgenden einen Beweis daflr, dass es fur jedes fur jeden endlichen
Korper K ein irreduzibles Polynom vom Gradiiber K gibt.
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SATz 8.19. Sei K ein Korper, und sei f ein normiertes Polynom&[x] vom Grad
n. Dann gibt es einen ErweiterungskoérpBrvon K, sodass jeder i [x] irreduzible
Teiler von f Gradl hat.

Wir beweisen folgende Aussage durch Induktion nacch

Fur jeden KorperK und jedes Polynonf € K[x] vom Gradn
gibt es einen Erweiterungskorp&r von K, sodass jeder i [X]
irreduzible Teiler vonf Grad 1 hat.

Furn = 1 ist die Aussage klar. Wir fixieren nun einen KorpErund ein Polynom

f € K[x] mitdegf = n > 1. Wir zerlegenf in ein Produkt von normierten, Gbd¢
irreduziblen Polynomen ik [x]. Seigeiner der irreduziblen Faktoren. Wir bilden den
Korper L := K[x]/(g). Wir zeigen nun, dass + (g) eine Nullstelle vonf ist. Dazu

berechnen wiff (X + (g)) = Z?fc?f f - (x+ (9))". Wir wissen, wie man in Quotienten, also

in K[x]/(g) rechnet, und erhalteﬁidfgf f-(x+() = (z?fgf f.- X)) + (g). Wir wissen,
degf

das jedes Polynorf = (f;, f}, f,, ..., fyeqr, 0,0, ...) die Eigenschaff = Yo f; - X

erfullt, da jax® = (1,0,0,...), xt = (0,1,0,0,...),x* = (0,0,1,0,0, ...), .... Also gilt
(z?fgf f-xX)+(@ = f+(g.Dagl f, gilt f + (g = 0+ (9. Also istx + (g) eine
Nullstelle vonf in L. Da f eine Nullstelld in L hat, gibt e € L[x], sodass = (x—

[)-h. Dahkleineren Grad al$ hat, gibt es nach nach Induktionsvorraussetzung einen
ErweiterungskorpeM von L, sodass jeder i [X] irreduzible Teiler des Polynoms

h Grad 1 hat. InM [x] hat jeder irreduzible Teiler voh also Grad 1m

SaTz 8.20. Sei K ein endlicher Korper, und sei & N. Dann gibt es ein UbeK
irreduzibles Polynom vom Grad n iK [x].

Beweis:Seiq := K. Es gibt einen Erweiterungskorp& von K, in demxd" — xin
lauter Linearfaktoren zerfallt. Wir bilden

L:={ecE|e" —e=0}.

Mit Satz 8.9 (1) erhalten wir, dags ein Unterkorper vorE ist; mit mit Satz 8.9 (2),
dassL ein Erweiterungskorper voK ist. Daxd" — x tiber E in lauter Linearfaktoren
zerfallt, gibtese;, e, ..., €, € E, sodass

xI —x = ﬁ(x— e).

Mithilfe der Ableitung zeigt man wieder, das$ — x quadratfrei ist, und dass daher
alle g verschieden sind. Alle liegen in L. Der KorperL hat daher mindestercg
Elemente. Da¢" — x in E hochsteng Nullstellen haben kann, hdi hochstensy”
Elemente.
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Sei nune ein erzeugendes Element der multiplikativen Grufpe-) von L, und sei
f € K[x] ein normiertes, erzeugendes Element des Ideals

| ={ge K[X]|g(@) = 0}.
Wegenxd' — x e | gilt | # {0}. Wir zeigen nun:
(8.4) f ist ein irreduzibles Element vaoK [x].

Wir nehmen an, es gibt normierfe, f, € K[x] sodassf = f, - f,. Dann giltf,(a) -
f,(@) = 0. Wenn nunf (@) = 0, so giltf | f;, und somitf, = 1. Das beweist (8.4).
Die Abbildung
® : K[IX — L
g — o
ist surjektiv (xX€) = ok fur allek); ihr Kern istl. Wir wissen, dad. genauy” Elemente

hat. K[x]/l1 hat daher ebenfalls genal Elemente, und somit gilt dely = n. Das
Polynomf ist also irreduzibel vom Grad. m

DEFINITION 8.21 (Mdbiusfunktion). Wir definieren : N —» {-1, 0, 1} durch

1fallsn =1,

(—1)k’ fallsn = Py Py Py mit P, + pj furi + j’
u(n) =
0 sonst.

SaTz 8.22. Die Anzahl N der irreduziblen Polynome vom Grad n Gber einémp&r
mit g Elementen ist gegeben durch

1 n
N = udad.

din

Beweis[Wil99, p.49].

UBUNGSAUFGABEN 8.23.

(1) Leiten Sie aus diesem Satz her, dass es Uber jedem exrdkcirper fir jedes ein irreduzibles Polynom vom Grad
k gibt.

Fur Polynomef,g € K|[x]| bezeichnen wir mitf o g das Polynom, das man erhalt,
wenn margin f einsetzt.

SATz 8.24. Sei K ein Korper mit g Elementen, seie@ N, und sei fe K[x]. Dann
gilt
foxd =xTof.
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Beweis:Sei p die Charakteristik vork . Es gibt dann eirm, sodassy = p™. Es gilt
dann

T o f = {9
degf
= ()" fx)e
i=0
degf
— (:§z: fi)g)(ﬂ“T
i=0

degf

= Z fipm (Xi)(p”‘“)
i=0
degg N
= Z fi CORE
i=0
degf
= > D)
i=0
=foxXPm

In einem Euklidischen Bereich kann man einen grof3ten gesagien Teiler vom, b
definieren, zum Beispiel als einen Erzeuger desavondb erzeugten Ideals. Wenn wir
aus jeder Klasse konjugierter Elemente einen Reprasentantswahlen, so kénnen
wir ggT sogar als Funktion definieren.

SATz 8.25. Sei E ein Euklidischer Bereich, und seid E, f nicht invertierbar, und
seien n, me N, nicht beide0. Dann giltggT(f™ - 1, f" — 1) = fogTnm _ 1,

Beweis:Wir beweisen den Satz durch Induktion nach mayn. Wennm = n = 1,
dann gilt der Satz offensichtlich. Sei nun ngawxn > 1.

« Fall m = 0 odern = 0: offensichtlich.

eFallm>n=>= 1. Esqiltggf™-1,f"-1) = ggT(f" -1 - f™".(f" -
1), f" — 1), da beide Polynompaare die gleichen gemeinsamen Teilenhab
Durch ausrechnen erhalten wir gg™ - 1, f" - 1) = ggT(f™" -1, f" - 1).
Dam > n, gilt max(m-n, n) < max'm, n). Nach Induktionsannahme gilt also
ggT(fm—n _ 1’ fn— 1) = f99T(m-n,m _ 1 — f99T(mM,n _ 1.

e Falln >m = 1: analog.

« Fall m = n: offensichtlich.m

KOROLLAR 8.26.
(1) SeiK ein Korper, sei f ein normiertes Polynom Ki[x] mitdeg f) > 1, und

seien m, re N. Dann giltggT(f™ -1, f" — 1) = f9gTnm _ 7,
(2) Seien f,m, e Nmit f > 2. Dann giltggT(f™ -1, f" - 1) = 99T _ 7
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SaTz 8.27. Sei K ein endlicher Kérper mit q Elementen, und seenN. Sei F die
Menge aller UbetK irreduziblen, normierten Polynome K [x], deren Grad ein Teiler

von n ist. Dann gilt
l_l f=xd—x.
feF

Beweis:Wir zerlegerx™ —x in ein Produkt normierter, iibék irreduzibler Polynome;
wir finden alsck € N und normierte irreduzible Polynontg, g,, ..., g,, sodass

Als erstes zeigen wir, dass alieverschieden sind. Nehmen wir an, dass es ein Poly-
nomh mit degh = 1 gibt, sodas? | X' — x. Dann gibt esa € K[x], sodass

h?.a=x" -x.
Durch Differenzieren erhalten wir
2hha+h%a = "« xd 1 -1,
und dag" ein Vielfaches der Charakteristik vds ist, gilt
h(2h'a+ ha) = -1.
Das ist aber nicht mdglich, weil dég= 1. Sei alsoG = {g;|i € {1,2,...,k}}. Dann

gilt, weil alle g, verschieden sindk® — x = Mg 9 Wir zeigen nun noch

(8.5) F =G.

C: Sei alsof € F ein normiertes, tibeK [x] irreduzibles Polynom, dessen Grad ()
ein Teiler vonn ist. Wir miissen zeigen, dagsdas Polynonx? — x teilt. Dazu be-
trachten wir den KorpeK [x]/(f). Dieser Korper hat® Elemente. Es gilt also wegen
Satz 8.9 (2)x + (f))¥ = x + (f). Das bedeutet

f1xd —x.
Wir zeigen nun
(8.6) X — x| xd - x.

Dazu zeigen win®'~1 — 1 | x¥"-1 — 1. Wir berechnen gg&¢* — 1,1 — 1). Nach
Lemma 8.26 gilt ggTd' 21— 1, xa"-1-1) = x0T -Ld-D_7 = @™ _1 = x@"_1: das
impliziert (8.6). Wir erhalten alsd | x¥" — x. Somit (Fundamentallemma) liefite G.

D: Seig ein normiertes irreduzibles Polynom, del — x teilt. Wir miissen zeigen,
dassd := degg ein Teiler vonn ist. Der KérperK [x]/(g) hatg® Elemente. Es gilt also
gl x¥' —x. Fallsg # x, gilt g| ggTx 2—1, x@-1-1) = xggTe LD _7 — x@™"-1_7
Seir := ggT(n,d). Es gilt alsog | xX¥ — x. Wir zeigen nun, dass jedes Element von
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K[x]/(g) eine Nullstelle von —x ist. Sei dazin € K[x]. Wir berechnergh + (g))".
Es gilt
(h+ (@) =h + (g
=X eh) +(©@
= (hox") + (g
degh

= (), )+ (.
i=0

Es giltx®) = x (modg), also fir allé € Njauchx'd = x' (modg). Insgesamt erhalten
wir also

(h+ (@) =h+(9),
und somit ist jedes Element af§[x]/ (g) eine Nullstelle von® —x. Dar = 1, istxd —x
nicht das Nullpolynom. Es hat also héchsteghdlullstellen. Der KorpetK [x]/ (g) hat

q® Elemente. Es gilt alsd < r, alsod < ggT(n, d). Das bedeutet, dasisein Teiler von
nist. Das Polynong liegt also in der Mengé&. m

4. Test auf lIrreduzibilitat

Der folgende Satz liefert einen Test, ob ein Polynom irrésklziber einem endlichen
Korper mitq Elementen ist.

SaTz 8.28. Sei K ein Korper mit g Elementen, sei @ N und sei f € K[x] mit
deg f) = n. Aquivalent sind:

(1) Furalleie {1,2,...,15]} qilt:
ggT(f,x@ —x) = 1.
(2) fistirreduzibel UberK .

Beweis:(1)=(2): Wennf nicht irreduzibel GbelK ist, so gibt es ein UbekK irredu-

Zibles Polynong e K[t] mitg| f, 1< degg) < |5]. Seii := degg). Dann gilt wegen
Satz 8.19 | (X —x),und somig | ggT(f, x¥ —x), im Widerspruch zu gg{ff, x¥ —x) = 1.

(2)>(1): Wennf Uber K irreduzibel isti € {1,..., 2]}, und ggTf,x —x) + 1, so
gilt f | X% — x. Wegen Satz 8.27 ist der Grad vérdann ein Teiler von; somit gilt

n<i,im Widerspruch zi < | 5|. m

SaTz 8.29. Sei K ein Korper mit g Elementen, sei @ N und sei f € K[x] mit
degf) = n, ggT(f, ') = 1, und seien f ..., f, Uber K irreduzible Polynome mit
r | f. = f. Sei Q die xn-Matrix, an derert, j)-ter Stelle der Koeffizient vorrk des
Polynoms %U-Y modf steht. Dann ist die Dimension des Nullraums vor Qgleich

r.
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Esqgilt(Q-1)- (:) = 0 genau dann, wenn fur das Polynam= Z?;é ajxqj gilt, dass
a(x®) — a(x) ein Vielfaches vorf ist. Wegen Satz 8.24 gi#(x%) = a(x)“.

Wir zeigen nun, das$ | a(x)? — a(x) genau dann gilt, wenn es, ...,a, € K gibt,
sodass fur alle € {1, ..., r} gilt, dassf; | (a(x) — a;). Wenn eda;, ...,a,) € K" mit
dieser Eigenschaft gibt, so gilt fir jedegslassf; | (a(x) — ;) | ek (@X) — B). Wegen
Satz 8.16 gilt alsd; | (a(x)? — a(x). Da alle f; irreduzibel und paarweise verschieden
sind (wegen ggf, f') = 1), giltalsof | a(x)9 — a(x). Sei nun umgekehd so, dass

f a9 —aX), undi € {1,...,r}. Dann giltf; | [T (@) — B). Daf; irreduzibel tber
K ist, teilt es einen der Faktoren.

Wegen des Chinesischen Restsatzes gibt es fir jedlapel (a4, ...,@,) € K" genau
ein Polynomavom Grads< n-1, sodassd; | a(x)—¢; fur allei € {1, ..., r}. Folglich hat
das Gleichungssystef@—1)-a = 0 genaug” Losungen, die Dimension des Nullraums
ist alsor. m
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