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Kapitel 1

Einleitung

Unter Bedienungstheorie versteht man die ”Mathematik der Warteschlangen”, auf Eng-
lisch queueing theory. Ein Bedienungssystem besteht immer aus ein oder mehreren Be-
dienungskanélen (Servern), die von den eintreffenden Kunden in Anspruch genommen
werden. Aus den in der Regel zufilligen Ankunfts- und Bedienungszeiten ergeben sich
zufallige Wartezeiten fiir die Kunden ebenso wie zufillige Stillstandszeiten der Server.

1.0.1 Beispiele

Kunden in einem Supermarkt
Check-In am Flughafen
Telefongesprache in einer Leitung
Computerjobs am Server
Nachrichten im WWW
Reparaturauftrége in einer Werkstatt

1.1 Problemstellung
Ein Problem der Bedienungstheorie 148t sich durch folgende Merkmale beschreiben:
o Kundenstrom

— Zwischenankunftszeiten
(Un)geduldige Kunden
Kundentypen

— Einzelkunden oder Blocke
e Bedienungsanlage

— Systemkapazitat
— Anzahl der Server

— Anordnung der Server
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— Wartedisziplin: FCFS, LCFS, RSS, Prioritaten
— Einzel- oder Parallelservice

— Bedienungzeiten der Server

Einfache Bedienungssysteme werden durch eine Kurzschreibweise A/B/X/Y/Z cha-
rakterisiert. A beschreibt die Verteilung der unabhéngigen Zwischenankunftszeiten und B
die Verteilung der unabhangigen Bedienungszeiten. Dabei bedeutet

e M Exponentialverteilung (Markov Eigenschaft),

e D deterministisch,

Ej Erlangverteilung FE (k,.),

H;. Mischung von Exponentialverteilungen,

G beliebige Verteilung.

X € NU {oo} beschreibt die Anzahl der parallelen Server und ¥ € N U {oo} die
Systemkapazitdt. Z steht fiir die Wartedisziplin, wobei FCFS (oder FIFO) fir first come
first service, LCFS (oder LIFO) fiir last come first service, RSS fir random selection for
service steht. Die Standardannahmen Y = oo und Z = FCFS werden nicht angeschrieben.

1.1.1 Beispiel

G/D/3/5 bedeutet: Alle Kunden treffen einzeln ein, die Zwischenankunftszeiten sind un-
abhangig und identisch verteilt. Thre Verteilung kann beliebig sein. Die Bedienungszeiten
sind alle gleich und konstant. Es gibt 3 gleichartige parallele Server. Maximal haben 5
Kunden im System Platz, dh ein Kunde, der bereits 5 Kunden im System vorfindet, geht
verloren. Die Kunden werden in der Reihenfolge ihres Eintreffens bedient.

Man sieht, dass durch Verwendung dieser Notation implizit bereits viele Modellan-
nahmen getroffen werden. So koénnen etwa unterschiedliche Kundentypen, ungeduldige
Kunden, Abhéngigkeiten zwischen verschiedenen Ankunfts- und Bedienungszeiten, allge-
meinere Anordnungen von Servern oder gleichzeitige Bedienung von Kunden durch einen
Server nicht beschrieben werden. Auch zeitabhingige Ankunfts- und Bedienungszeiten
werden nicht erfasst. Interessierende Grofien sind je nach konkreter Problemstellung etwa:

e Liange der Warteschlange bzw. Anzahl der Kunden im System,
e Wartezeit eines (typischen) Kunden bzw. seine Systemzeit (Verweilzeit im System),

e Wahrscheinlichkeit fiir ein leeres System.

Die ersten beiden Punkte beschreiben Zufallsvariablen, hier ist man an der Verteilung
interessiert bzw. zumindest an ihrem Erwartungswert. Alle Grofien sind im allgemeinen
von der Zeit und vom Anfangszustand abhéngig. Betrachtet man jedoch das System im
Gleichgewicht (nach unendlich langer Zeit), so entstehen zeitunabhéngige Grofen.
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Aufgabe der Bedienungstheorie ist es auch, bei gegebenen Rahmenbedingungen (je nach
Problemstellung zB Kundenstrom, Bedienungszeit oder Systemkapazitét etc.) eine Bedie-
nungsanlage optimal zu designen. Dabei sind Wartekosten, Stillstandskosten, Kosten fiir
verlorene Kunden, etc. zu berticksichtigen. In einfachen Fallen werden analytische Losun-
gen moglich sein, oft jedoch wird man auf Abschatzungen, Naherungen oder Simulation
angewiesen sein.

1.2 Allgemeine Resultate

In diesem Abschnitt fassen wir einige elementare Resultate zusammen, wie sie fiir ein
G/G/c System giiltig sind.

1.2.1 Darstellung eines Warteschlangenproblems
Zeitorientierte Darstellung

Man diskretisiert die Zeit und notiert zu Beginn jedes Zeitintervalls den Zustand des
Systems. In unserem Fall wird der Zustand des Systems allein durch die Anzahl der Kunden
im System beschrieben. Die zeitorientierte Darstellung eignet sich vor allem dann, wenn
nur zu fix vorgegebenen Zeitpunkten Anderungen im Systemzustand eintreten kénnen
(Zeittakt).

Ereignisorientierte Darstellung

Man notiert diejenigen Zeitpunkte, in denen ein Ereignis (Anderung im Systemzustand)
eintritt, sowie die Art des Ereignisses, etwa Ankunft oder Abgang eines Kunden. Der
Systemzustand zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich dann aus dem Systemzustand zum Zeitpunkt
0 und den bis ¢ eingetretenen Anderungen. Die ereignisorientierte Darstellung ist im Fall
von zufalligen Systemen meist vorzuziehen.

1.2.2 Bezeichnungen

Man bezeichnet mit A die mittlere Anzahl der je Zeiteinheit eintreffenden Kunden und
mit u die mittlere Bedienungsrate, das ist die mittlere Anzahl der je Zeiteinheit von ei-
nem Bedienungskanal fertig bedienten Kunden, wenn dieser immer arbeitet. Die Grofle
p = % wird als Auslastungsgrad® bezeichnet und ist ein Maf fiir die Verkehrsbelastung
des Systems. Falls p > 1 gilt, treffen im Mittel mehr Kunden ein als das System verlas-
sen. Da Kunden nicht abgewiesen werden, entstehen immer ldngere Warteschlangen. Ein
Gleichgewicht kann in diesem Fall nicht entstehen. Dieses ist nur im Fall p < 1 moglich.
Dann wird nach langer Zeit der Zustand des Systems nicht mehr vom absoluten Wert
des Zeitparameters abhiangen. Im Fall p = 1 ist ein Gleichgewicht nur bei deterministi-
schen Zwischenankunfts- und Bedienungszeiten moglich, denn Bedienungsriickstande, wie

sie etwa durch ein zufilliges Leerstehen entstehen, konnen nie aufgeholt werden.

'Den Grund dafiir werden wir uns spéter iiberlegen.
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Beispiel

Gegeben ist eine mittlere Ankunftsrate A und eine mittlere Bedienungsrate p. Wie grof3
muss ¢ mindestens gewéhlt werden, damit ein Gleichgewicht mdoglich ist?
co— |2
Antwort: ¢ = [u} +1
Wir bezeichnen mit

N (t)  Anzahl der Kunden im System zur Zeit ¢,
Ny (t) Anzahl der Kunden in der Warteschlange zur Zeit ¢ ,
N; (t) Anzahl der Kunden in den Servern zur Zeit ¢.

Es gilt
N (t) = Ny (t) + N (t) .

Ein Index ¢ bezieht sich stets auf die Warteschlange (queue), ein Index s auf die Server,
eine Grofle ohne Index bezieht sich stets auf das gesamte System.

Bezeichne weiters N, die Gleichgewichtsanzahl von Kunden in z und 7, die Zeit, die ein
Kunde in x verbringt, wenn sich das System im Gleichgewicht befindet. Interessant sind
nun L, = E[N,], die mittleren Anzahlen von Kunden und W, = E[T,] die mittleren
Aufenthaltszeiten der Kunden. Es gilt

1
W:Wq—i—WSundWS:;.

1.2.3 Die Formeln von Little

Beobachten wir ein System im Gleichgewicht iiber eine gewisse Zeitspanne 7 und addieren
die gesamte Zeit, die von Kunden im System verbracht wird, so erhalten wir

ATN(Q dt.

Es werden also im Mittel L 7 = E[N] 7 Zeiteinheiten im System verbracht. Notieren wir
nun bei jedem im Zeitintervall [0, 7| eintretenden Kunden k (k =1, ..., K (7), wobei K (1)
der letzte Kunde ist, der vor 7 eintrifft) sofort seine Systemzeit 7, so ergibt sich fiir das
Zeitintervall [0, 7| eine Gesamtsystemzeit von

K(7)

im Erwartungswert A 7 W Zeiteinheiten. Bezeichnet nun T, die gesamte Systemzeit der
Kunden, die zum Zeitpunkt 0 im System sind und 7. die Systemzeit der Kunden, die zum
Zeitpunkt 7 im System sind, nach 7, so gilt

LT+EﬁJ:ATW+Eﬁ@.
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Ist nun 7 geniigend grof}, so konnen nach Division durch 7 die Randeffekte (Kunden, die
sich zum Zeitpunkt 0 bereits im System befinden, und Systemzeiten, die erst nach dem
Zeitpunkt 7 beendet werden) vernachlassigt werden.

Es gilt daher die Formel von Little?
L=XW. (1.1)

Wendet man dieselben Uberlegungen fiir die Warteschlange bzw. die Server (als Teilsyste-
me) an, so ergibt sich analog

Ly=AW,und Ly = A W,

L, ist die erwartete Lange der Warteschlange und Ly die mittlere Anzahl der Kunden in
den Servern und entspricht der Leistung (offered work load rate) des Bedienungssystems.
Fiir diese gilt nun
Li=—=cp.
1

Die Grofle p = % entspricht der erwarteten Anzahl von Kunden in einem vorgegebenen
Server, also der Wahrscheinlichkeit, dass dieser Server arbeitet. Daher kommt die Bezeich-
nung Auslastungsgrad fiir p.

2John D. C. Little 1961



Kapitel 2

Einfache Markov-Modelle

Definition 2.1. Ein stochastischer Prozess ist eine Familie von Zufallsvariablen' (Z (t)),e;
mit einer gemeinsamen Bildmenge Z, die als Zustandsraum bezeichnet wird. I wird als
Indexmenge bezeichnet. Ist I diskret, so spricht man von einem stochastischen Prozess mit
diskreter Zeit, ist I C R, so sagt man, der stochastische Prozess weist kontinuierliche Zeit

auf.

2.1 Poisson-Prozess

Der ankommende Kundenstrom, wobei A (t) die Anzahl der bis zum Zeitpunkt ¢ ange-
kommenen Kunden bezeichnet, kann hiufig mit Hilfe eines Poisson?-Prozesses modelliert
werden.

Definition 2.2. Ein Poisson-Prozess ist ein stochastischer Prozess (A(t));so mit Zu-
standsraum Ny, A (0) = 0 und den Eigenschaften:

1. Es qilt Pr[A(t+ At) — A(t) = 1] = A At + o (At), wobei A eine Konstante ist, die
von A (t) unabhdngig ist, und als Rate des Poisson-Prozesses bezeichnet wird.

2. Es qilt PrA(t+ At) — A(t) =0] =1— X At + o (At).
3. Fira<b<c<d git, A(b) — A(a) und A(d) — A(c) sind unabhingig.

Ein Poisson-Prozess ist ein Zahlprozess. Jede Realisierung beginnt in 0, springt irgendwann
nach 1, dann nach 2 usw., und jeder Sprung hat mit Sicherheit die Héhe 1. Man kann den
Prozess auch beschreiben, indem man die aufeinanderfolgenden Zeitabsténde zwischen
zwei Spriingen, die Zwischenankunftszeiten, angibt.

'Eine Zufallsvariable Z ist eine Abbildung von einem Wahrscheinlichkeitsraum € in eine Bildmenge Z.
Durch Zufallsvariablen werden Beobachtungen von Zufallsexperimenten modelliert.
2Siméon Denis Poisson 1781 - 1840, franzésischer Mathematiker
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2.1.1 Verteilung der Zuwéichse

Fiir t > s nennt man A (¢t) — A (s) den Zuwachs im Intervall |s, t]. Fiir n € Z bezeichnen wir

mit pgf) (t) =Pr[A(t) — A(s) = n], wobei aus den Eigenschaften des Poisson-Prozesses fiir

n < 0 folgt pgf) (t) = 0. Damit gilt nun

P (t+At) = PrlAt)—A(s)=n, A(t+At)— A(s) = n
+Pr[A(t)—A(s)=n—1,A(t+ At) — A(s) = n]
+Pr[A(t)—A(s)=n—2,A(t+At)— A(s) =n]+

= PrlA(t)—A(s)=n, A(t+ At) — A(t) = 0]
+Pr[A(t) —A(s)=n—1,A(t+At) — A(t) = 1]
+Pr[A(t)—A(s)=n—2,A(t+At) —A{t)=2+....
Wegen 3. gilt

P (t+At) = Pr[A(t)—A(s)=n]Pr[A(t+ At) — A(t) = 0]
+Pr[A(t)—A(s) =n—1]Pr[A(t+ At) — A(t) = 1]
+Pr[A(t)—A(s)=n—-2]Pr[A(t+At) —A(t)=2]+...,

was wegen 1. und 2.

P+ At = Pl (1) (1 -\ At +o(At))
4 (1) (A At + 0 (A1)
0,75 (8) (0 (A1) + 0 (A1)
ergibt: Division durch At und Grenziibergang At — 0 fithrt auf die Differentialgleichungen
firt > s

dpy” (1)

_ )
dt = —Apy (8),
(s)
dpndt O~ P (1) + AP (t)  firn e N

Aus der Definition von p.’ (t) folgen die Anfangsbedingungen p(()s) (s) =1und ) (s) = 0.

Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems mit unendlich (!) vielen Differentialglei-
chungen ist
n
(s) (t) _ (>‘ (t B 5)) e—A(t—s)
n! ’

was durch Induktion bewiesen werden kann. Die Zuwéchse A (t) — A (s) sind also Poisson-
verteilt mit Parameter A (¢ — s) und, weil sie nur von der Differenz der betrachteten Zeit-
punkte abhéngen, stationér. Mit s = 0 und A (0) = 0 ergibt sich, dass A (¢) Poisson-verteilt
ist mit Parameter At .
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2.1.2 Verteilung der Abstande zwischen aufeinanderfolgenden Spriingen

Bezeichne T den Zeitpunkt des ersten Sprunges, TW + 72 den Zeitpunkt des 2. Sprun-
ges, usw. Wir berechnen nun die Verteilung von 7().

Pr {T(l)zt} = Pr[A(t) =0
— e—)\t’

dh 7™ ist exponentialverteilt mit Parameter \. Zu Berechnung der Verteilung von 7*+1)
beachten wir, dass der k-te Sprung mit Sicherheit irgendwann stattfindet und damit
(dE(T)),;cp+ mit dE (1) := (A(1) =k, A(1) = A(T —dr) = 1) ein vollstandiges Ereig-
nissystem ist. Wegen der Unabhangigkeit der Zuwachse gilt

PriA(t+71)—A(r)=0|dE(7)]
Pr[A(t—|—7') A(T)=0,A(1) =k, A(1) — A(T —dr) =1]
PriA(r) =k A(r) - A(r —dr) =1]
= Pr[A(t+7)—A(r) =0

Wir erhalten daher mit Hilfe der Eigenschaften des Poisson-Prozesses und dem Satz von
der totalen Wahrscheinlichkeit

pr 7D > ) = /0 “pr [T > ¢ | dE (r)| Pr[dE (7)]
_ /OOOPr[A(t—i—T) — A(r) = 0| dE ()] Pr[dE (7)]
- /OOOPr[A(t—i-T) _ A(r) = 0] Pr[dE (7)]
— / T e Py [dE (1)
0
_ -\t
. /0 Pr [dE (7))

= M

dh auch alle T**1Y sind exponentialverteilt mit Parameter \. Weiters sind die (T(k))kE N

vollstéandig unabhingig (Ubung).
Es gilt auch die Umkehrung: Sind die Zeitabstande zwischen aufeinanderfolgenden Ereig-
nissen (T(k)) . vollstandig unabhéngig und exponentialverteilt mit demselben Parameter

A, und bezeichnet A (t) die Anzahl der Ereignisse vor dem Zeitpunkt ¢, so ist (A (t));~¢
ein Poisson-Prozess mit Parameter A. B
Fiir einen Poisson-Prozess (A (t)),~ gilt aulerdem: Wenn man weif}, dass in einem Inter-
vall n Ereignisse eintreten, so sind die Zeitpunkte des Eintretens vollstindig unabhingig
und gleichverteilt (Ubung).
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2.1.3 Markov-Eigenschaft der Exponentialverteilung

Ist T exponentialverteilt, dh Pr[T <t = 1 — e M, so gilt fiir s,t > 0 die sogenannte
Nichtalterungseigenschaft (Markov3-Eigenschaft)

PriT>s+t|T>s]=Pr[T>t].

Die Exponentialverteilung ist die einzige Verteilung, die die Nichtalterungseigenschaft auf-
weist.

2.1.4 Verallgemeinerungen

FEinige andere Ankunftsprozesse konnen durch Verallgemeinerungen des Poisson-Prozesses
beschrieben werden: Bei einem inhomogenen Poisson-Prozess wird A = A (t) zeitabhéngig
gewahlt. Man kann also zeitabhéngige zuféllige Kundenstrome behandeln. Beim Poisson-
Prozess mit Mehrfachpunkten gilt fiir n € N

Pr[A(t+At) — A(t) =n] = Ay At +0(At),

es konnen also mehrere Kunden gleichzeitig eintreffen. Ein Erneuerungsprozess entsteht,
wenn die Zwischenankunftszeiten unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen
sind, aber nicht unbedingt exponentialverteilt.

2.2 Markov-Ketten

Definition 2.3. Ein stochastischer Prozess (Z (t)),c; heifit Markov-Prozess, wenn fiir
allen € N, alle 0 < t1 < ... < tpy1 (ti € I ) und fir alle x1,...,2p41 € Z mit
Pr(Z;, =an,...,Zy = x1] > 0 gilt*

PI‘[Ztn_H = l’n—l—l’Ztn = Tpyee, Zt1 = .'L‘l] = PI‘[Ztn+1 = xn+1|Ztn = .Tn]
— SN——
Zukunft Gegenwart Vergangenheit Zukunft Gegenwart

Dh. bildlich gesprochen, die Zukunft héangt nur von der Gegenwart, nicht aber von der

Vergangenheit ab. Obige Eigenschaft nennt man die Markov-Eigenschaft (Gedéchtnislosig-
keit) des stochastischen Prozesses. Ein Markov-Prozess, bei dem entweder der Zustands-
raum oder die Indexmenge diskret sind, heifit Markov-Kette. Hat eine Markov-Kette
einen endlichen Zustandsraum, so heifit sie endlich, sonst abzdhlbar.
Ein Semi-Markov-Prozess (Markovscher Erneuerungsprozess) ist ein stochastischer Pro-
zess mit diskretem Zustandsraum, bei dem die Folge der verschiedenen Zustinde eine
Markovkette mit diskreter Zeit bildet, die Verteilung der Zeitabsténde zwischen aufeinan-
derfolgenden Zustandsdnderungen aber beliebig ist.

3 Andrei Andreyevich Markov, 1856 - 1922, russischer Mathematiker
“Ist der Zustandsraum des stochastischen Prozesses nicht diskret, so muss das Ereignis
{Zt,, = zn, ..., Zy, = z1} differenziell interpretiert werden.
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2.2.1 Markov-Ketten mit diskreter Zeit

Definition 2.4. FEine Folge von Zufallsvariablen (Zn)neNo auf einem abzdhlbaren Zu-
standsraum, die die Markov-Eigenschaft erfillt, heifst eine Markov-Kette mit diskreter
Zeit. Der Ausdruck

Pr[Z,1 =3 | Z, =1i] = Pij

heift Ubergangswahrscheinlichkeit von i nach j. (Wenn diese Wahrscheinlichkeit nicht
von n abhdngt, so nennt man die Markovkette homogen.) Die unendliche Matriz der
Ubergangswahrscheinlichkeiten (p;;) =: P heifst Ubergangsmatrix. Der Ausdruck

bezeichnet die Zustandswahrscheinlichkeit von j zum Zeitpunkt n.
Der Zeilenvektor (7'(](»”)) =: (" heift Zustandsverteilung zum Zeitpunkt n, ©© heift
Anfangsverteilung.

Fiir Markov-Ketten gelten die Chapman®-Kolmogorot®-Gleichungen
P = Pm—kPk

wobei P™ die Matrix der m-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten mit den Eintrigen

pg;n) ist. Fiir die Zustandsverteilung folgt daraus

7 = 7 Opm,

Bezeichnet man Q := P — I, so gilt

2m) _ glm=1) _ p(m=1)q.

2.2.2 Markov-Ketten mit kontinuierlicher Zeit

Wir betrachten eine Markov-Kette mit kontinuierlicher Zeit (X;),~, und bezeichnen fiir
s <t und Zusténde i, den Ausdruck

Pr(X;=j| Xs =1 =:pij (s,1)

als Ubergangswahrscheinlichkeit von i nach j im Zeitintervall [s, t]. Wir schreiben die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten wieder in Ubergangsmatrizen P (s,t) := (p;; (s,t)) zusammen.
Die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen lauten nun (r < s < t)

P(r,t) =P (r,s)P(s,t).

Mit p;(t) = Pr[X; = j] werden die Zustandwahrscheinlichkeiten bezeichnet, die ebenso
in Zeilenvektoren als Zustandsverteilung p (t) := (p; (t)) zusammengefasst werden, p (0)
ist die Anfangsverteilung.

5Sydney Chapman, 1888 - 1970, britischer Mathematiker
5 Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 1903 - 1987, russischer Mathematiker
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Wir wollen nun die Differentialgleichungen von Kolmogorov einfiihren. Sei P so be-
schaffen, dass es eine Matrix Q := (g;5) mit”
P(t,t+At) -1
At—0 At

gibt, deren Eintrége auflerhalb der Diagonale positiv sind und deren Zeilensummen 0 sind.
Dann gilt
qij At + o (At) falls @ #j

Pij (t’”m):{ (14 i) At + 0 (Af) falls i = j

Aus den Chapman-Kolmogorov-Gleichungen folgt
P(r,t+ At) =P (r,t) =P (r,t) (P (t,t + At) = 1)
und damit die Vorwartsdifferentialgleichung von Kolmogorov

OP (1)
T—P(r,t)Q

und aus
P(r+Art)—P(r,t)=1-P(r,r+ Ar)) P (r + Ar,t)

die Rickwartsdifferentialgleichung von Kolmogorov

OP (r, 1)

or

Fiir die Zustandsverteilung folgt aus der Vorwartsgleichung mit » = 0 durch Multiplikation
mit p (0) von links

=—-QP (rt).

p'(t)=p() Q.
Man nennt Q den infinitesimalen Generator oder die Intensitatsmatriz der Markov-Kette

mit kontinuierlicher Zeit.
Fiir den Poisson-Prozess mit Parameter X\ gilt

-2 A2 0 0
0 -2 A 0
A

0 0 0 -A
Hat eine Markov-Kette (X;) den Zustandsraum Ny und sind in einem infinitesimalen

Zeitintervall nur Spriinge der Hohe £1 moglich, so spricht man von einem Geburts- und
Todesprozess. Q (t) hat Tridiagonalgestalt. Gilt auflerdem

Pr [Xt—‘rAt =n+1 | Xt = n] = )\nAt +o (At)
Pr(Xiyint=n—1|Xy=n] = p,At+ o(At)
Pr [Xt-‘rAt =n ’ Xt = n] = 1- ()\n + /,Ln) At + O(At)

"Wir betrachten nur den Fall, dass Q nicht von ¢ abhiingt. Der allgemeinere Fall benétigt einige (wenige)
Zusatzvoraussetzungen. Fiir Zwecke der Bedienungstheorie geniigt jedoch unser Modell.
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so ist der Geburts- und Todesprozess homogen und es gilt

—Xo Ao 0 0

p1 A —p1r A 0
Q=10 M2 —Ag — 2 A2

0 0 3 —A3 — 3

Die Groflen A\, heiflen Geburtsraten und u, Sterberaten.

2.2.3 Graphische Veranschaulichung von Markov-Ketten

Markov-Ketten mit abzéhlbarem Zustandsraum werden sehr einfach und iibersichtlich
durch einen gerichteten gewichteten Graphen, den Ubergangsgmphen, veranschaulicht.
Die Knoten des Graphen entsprechen den Zusténden, die gerichteten Kanten den Uber-
gangswahrscheinlichkeiten bzw Ubergangsraten. Zwischen zwei Knoten ist genau dann
keine Kante, wenn kein Ubergang zwischen ihnen méglich ist.

.
@\i /3/1 M

. /3\*5/\1
2 1

w |

Abbildung 2.1: Ein Graph mit 6 Zustdnden

2.2.4 Die eingebettete Markov-Kette

Angenommen, die Modellbildung erfordert die Annahme einer kontinuierlichen Zeit, wir
beobachten den Prozess aber nur zu ausgewéhlten Zeitpunkten, zB immer dann, wenn eine
Zustandsanderung eintritt. In manchen Fallen erhalten wir bei geschickter Wahl der Be-
obachtungszeitpunkte eine Markov-Kette. Man nennt sie die eingebettete Markov-Kette.
Handelt es sich zB urspriinglich um einen Markov-Prozess mit kontinuierlicher Zeit, und
beobachtet man bei jeder Zustandsanderung, so entsteht immer eine Markovkette mit den
Ubergangswahrscheinlichkeiten

L fip £
Dij = dio T
0 fir i=y

Die Verweilzeit in jedem Zustand 7 ist exponentialverteilt mit Parameter ¢; := —g;;, im
Erwartungswert also 1/g¢;.
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2.2.5 Langzeitverhalten

Drei Groflen kennzeichnen das Langzeitverhalten einer Markov-Kette, ihre Grenzvertei-
lung, ihre stationédren Verteilungen und die Eigenschaft der Ergodizitat.
Man sagt, eine Markov-Kette mit diskreter Zeit besitzt die Grenzverteilung m, wenn fiir
alle 7, j

lim p(-m)

= T4
m—oo " ¥ J
gilt bzw.

lim 7™ =7,
m—o0

dh. wenn nach langer Zeit jeder Zustand, unabhingig vom Anfangszustand, mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit auftritt. Die Grenzverteilung erfiillt wegen

P = W%imoo rmp = W%imoo D) — 7
die Beziehung
7P=m bzw 7Q=0 (2.1)

und, weil 7 eine Verteilung ist, auch
ml1l=1.

Jede Verteilung, die die Beziehung (2.1) erfiillt, heifit eine stationdre Verteilung oder
Gleichgewichtsverteilung der Markov-Kette. Ist die Markov-Kette endlich, so ist 7 ein
normierter Linkseigenvektor von P zum Eigenwert 1. Fiir endliche Markov-Ketten exi-
stiert also immer eine stationare Verteilung.

Bei Markov-Ketten mit kontinuierlicher Zeit ist die Begriffsbildung analog. Man sagt,
eine Markov-Kette mit kontinuierlicher Zeit besitzt die Grenzverteilung p, wenn fir alle
i,J

Jim p;; (0,1) = p;
gilt bzw lim;_,o p (t) = p, dh wenn nach langer Zeit jeder Zustand, unabhéngig vom An-
fangszustand, mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit auftritt. Die Grenzverteilung erfiillt
wegen
pQ = lim p(t)Q = lim p’(t) =0
t—o0 t—o0
die Beziehung
pQ=0 (2.2)

und, weil p eine Verteilung ist, auch
pl=1.

Jede Verteilung p, die die Beziechung pQ = 0 erfiillt, heiflt eine stationdre Verteilung
oder Gleichgewichtsverteilung der Markov-Kette. Ist die Markov-Kette endlich, so ist p
ein normierter Linkseigenvektor von Q zum Eigenwert 0. Fiir endliche Markov-Ketten
existiert also immer eine stationare Verteilung.

Nicht jede stationdre Verteilung ist eine Grenzverteilung. Es gibt Markov-Ketten (auch
solche mit kontinuierlicher Zeit), die keine Grenzverteilung aber stationére Verteilungen
besitzen.
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Beispiel 2.1. Man beschreibe die Markov-Ketten mit den Ubergangsmatrizen

01 10 1/3 2/3
P:<1 0>’P:<o 1>’P:<1/4 3/4)‘

verbal und mit Hilfe des Ubergangsgraphen und bestimme jeweils die Grenzverteilung, falls
sie existiert, und die stationaren Verteilungen.

Eine Markov-Kette, die in ihrer stationdren Verteilung startet, ist stark stationdr, dh die
gemeinsame Verteilung von X (¢1), X (t2), ..., X (¢,) ist fiir alle t > 0 dieselbe wie die
von X (t+t1), X (t +t2), ..., X (t + t,). Die GroBe m; bzw p; kann als der Anteil der Zeit
gesehen werden, den die Markov-Kette im Zustand ¢ verbringt.

Im folgenden werden wir Bedingungen angeben, unter denen stationére Verteilungen oder
die Grenzverteilung existieren.
Ein Zustand ¢ einer Markov-Kette mit diskreter Zeit heifit aperiodisch, wenn

ggT {n:pgl) > 0} =1

gilt.

Bezeichne fl-(]m bzw f;; (t) die Wahrscheinlichkeit, dass die Markov-Kette, die in ¢ startet
nach n Schritten bzw zur Zeit t das erste Mal nach 0 in j eintrifft. Ein Zustand ¢ einer
Markov-Kette heifit rekurrent, wenn

Z fi(in) =1 bzw / fii (t) dt =1,
n=1 0

dh wenn die Markov-Kette mit Sicherheit nach i zuriickkehrt. Ist > >° i(in) < 1 bzw

Jo© fii (t) dt <1, so heifit i transient. Ein rekurrenter Zustand ¢ einer Markov-Kette heifit
positiv rekurrent , wenn

o0 [e'S)
Z n z(zn) =:my; < o0 bzw / t f” (t) dt =: m;; < 00,
n=1 0

dh wenn die mittlere Riickkehrzeit m;; endlich ist. Ein Zustand heifit null rekurrent, wenn
er rekurrent aber nicht positiv rekurrent ist.
Eine Markov-Kette heifit

aperiodisch aperiodisch

rekurrent rekurrent

transient wenn alle Zustiande transient sind.
positiv rekurrent positiv rekurrent

null rekurrent null rekurrent

Eine Markov-Kette heifit irreduzibel, wenn es fir alle i, j ein n bzw t gibt, sodass pl(-;) >0
bzw p;; (t) > 0 gilt. Bei einer irreduziblen Markov-Kette weisen stets alle Zusténde diesel-
ben Eigenschaften auf.
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Eine Markov-Kette heit ergodisch®, wenn sie irreduzibel, positiv rekurrent und im Fall
diskreter Zeit auch aperiodisch ist. In diesem Fall kann aus einer einzigen geniigend langen
Realisierung des Prozesses schon die gesamte Information iiber den Prozess gewonnen wer-
den. Man kann hier die Ensemble-Mittelwerte durch die entsprechenden Zeit-Mittelwerte
ersetzen.

Satz 2.1. Ist eine irreduzible Markov-Kette positiv rekurrent, so existiert genau eine sta-
tiondre Verteilung m mit m; = 1/my; bzw p mit p; = 1/my;.

Satz 2.2. Hat eine irreduzible Markov-Kette eine stationdre Verteilung m bzw p, so ist
sie positiv rekurrent mit m;; = 1/m; bzw my; = 1/p; und die stationdre Verteilung ist
eindeutig.

Endliche irreduzible Markov-Ketten sind also immer positiv rekurrent und haben genau
eine stationdre Verteilung.

Satz 2.3. (Konvergenzsatz) Fir eine irreduzible, positiv rekurrente und aperiodische (also
ergodische) Markov-Kette mit diskreter Zeit ist die eindeutige stationdre Verteilung auch
Grenzverteilung.

Satz 2.4. (Konvergenzsatz) Fir eine irreduzible und positiv rekurrente Markov-Kette mit
kontinuterlicher Zeit ist die eindeutige stationdre Verteilung stets auch Grenzverteilung.

Hat die eingebettete Markov-Kette die Grenzverteilung m, so gilt fiir die Grenzverteilung
p der Markov-Kette mit kontinuierlicher Zeit

i/ i
Ej T3/ 7

sofern die Reihe >, 7; /q; konvergiert. Dafiir reicht zB aus, dass die mittleren Verweilzeiten
beschrénkt sind.

P: =

2.3 Geburts- und Todesprozesse im Gleichgewicht

Wir betrachten einen Geburts- und Todesprozess mit infinitesimalem Generator

—-Xo Ao 0 0

1 =AM 0
Q=10 2 —A2 —p2 A2 I

0 0 K3 —A3 — i3

wobei fiir alle n gilt A, > 0 und g, > 0. Der Prozess ist irreduzibel. Wir berechnen die
stationare Verteilung. Dazu schreiben wir das unendlich grofle Gleichungssystem

pQ=0

8Der Begriff ergodisch wird bei Markov-Ketten etwas anders verwendet als bei stationéren stochastischen
Prozessen.
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ausfiithrlich auf und erhalten

—Aopo + pip1 =
Aopo — (A1 + p1) p1 + pep2 =

An—2pn—2 - ()\n—l + ,Ufn—l)pn—l + UnPn = 0

Dieses Gleichungssystem kann sehr einfach und anschaulich direkt aus dem Ubergangs-
graphen abgelesen werden, indem man sich das stochastische Gleichgewicht tiberlegt. Die
obigen Gleichungen konnen als Gleichgewicht zwischen dem Fluss in einen Zustand und
dem Fluss aus einem Zustand interpretiert werden (global balance equations ).

S W NI e N N
0 1 2 3
N N N N

Abbildung 2.2: Geburts- und Todesprozess

Es fiihrt uns durch schrittweises Einsetzen auf die Formel

L Vi
pn=po [[ =, (2.3)
i=1 i

die durch vollstdndige Induktion bewiesen wird (siehe Vorlesung). Soll p eine Verteilung

werden, so muss
Ai1) _ 1
Hi

Aic1
Hi

gjopn:po <1+ilﬁ[

n=11=1

gelten, was die Konvergenz der Reihe Y 2, [TiL;

erfordert. In diesem Fall gilt

po=<1+ZH/\“> >0

n=1i=1 Hi

und eine stationdre Verteilung fiir den Geburts- und Todesprozess existiert und ist ein-
deutig.

2.3.1 Berechnungsmethoden fiir die Gleichgewichtsverteilung am Bei-
spiel des M/M/1 Modells

Hier sind die Zwischenankunftszeiten (Parameter \) und die Bedienungszeiten (Parameter
1) exponentialverteilt und es gibt einen Server. Die mittlere Zeit zwischen zwei aufeinan-
derfolgenden Ankiinften ist gleich 1/\ und die mittlere Bedienungszeit 1/u. Es handelt
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sich um einen Geburts- und Todesprozess mit A; = A und p; = p fiir alle q.
Die Gleichgewichtsverteilung wird nun durch Lésung von

—Apo+pupr = 0
Apo— A+ p)p1 +ppe =

App—2 — A+ ) pn—1 +ppn = 0

bestimmt.

Iterative Methode

Diese haben wir bereits beim allgemeinen Geburts- und Todesprozess kennengelernt. Wir
erhalten fiir alle n € Ny
)\ n
Pn = <) bo-
I

Wie im allgemeinen Fall ergibt sich mit p = A\/pu

o (i)

n=1i=1H
o —1
n=1

Im Fall p < 1 gibt es genau eine Gleichgewichtsverteilung, namlich

pn=p"(1=p).

Die Anzahl der Kunden im System ist also geometrisch verteilt mit Parameter p.

Erzeugende Funktionen bzw. z-Transformation

Das Gleichungssystem, bei dem es sich ja um Differenzengleichungen handelt, kann auch
durch erzeugende Funktionen gelost werden. Dazu wird die (Wahrscheinlichkeits-) erzeu-
gende Funktion P (z) := 3 7% ;ppz" mit z € C und |z| < 1 eingefiihrt. Fiir diese wird aus
dem Gleichungssystem eine Formel gefunden, aus der dann durch Reihenentwicklung die
Koeffizienten p,, gewonnen werden. Die Methode soll nun am M /M /1 Modell vorgefiihrt
werden. Das Gleichungssystem umgeschrieben fiir p lautet

pry1 = (p+1)pp—ppp—1 n21
p1 = ppo-
Daraus folgt durch Multiplikation mit 2" und Summation iiber n
212" = (p+ 1) puz” — zppp—12"!
o0 oo o0
271 an+lzn+l — (p+ 1) anzn_zpzpn_lznfl
n=1 n=1 n=1

TP () —pz—po) = (p+1)(P(2) —po) — 2pP (2)
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und daraus mit Hilfe der zweiten Gleichung p; = ppo und Auflésen nach P (z)

Pbo

P(z)= s

Da wegen der Definition von P (z) die Beziehung P (1) = 1 gilt, ist p # 1 nétig, und es
folgt pg = 1 — p und damit p < 1 und wir erhalten
p

1—
P(Z):l—zp p<l1, |z| <1

Indem man nun P (z) in eine Potenzreihe entwickelt, erhélt man in diesem Fall sehr schnell
pn = p" (1 — p). Haufig muss man sich damit begniigen, interessante GroBen aus der er-
zeugenden Funktion direkt herzuleiten, zB die erwartete Anzahl L von Kunden im System

o0 oo d [e.0]
L= Z npn = Z npnznil = iz anzn =P (1)
n=1 n=1 =1 < n=0 =1
In unserem Fall ergibt sich L = ﬁ.

Operatoren

Die Gleichgewichtsverteilung kann auch mit Hilfe von Operatoren gefunden werden, die
auf Folgen angewendet werden. Ist etwa (ag, a1, aq,...) eine Folge, so wird durch Da,, =
an+1 (n € N) der Shift-Operator definiert, der die Folge (ag,a1,as,...) auf die Fol-
ge (a1,a,as,...) abbildet (einfache Shift). Man beachte, dass D?> = D o D eine Folge
(ap,a1,az,...) auf die Folge (a9, as,...) abbildet (doppelte Shift). Eine lineare Differen-
zengleichung hat nun die Form

CnGn + Cny1an+1 + -+ Cpgknig = 0,

was sich mittels Shift-Operator als

k
(Z cn+iDi> anp =0
i=0

schreibt, weil D™a,, = an4y, fir alle n,m gilt. Ist nun r eine Wurzel (Nullstelle) des
Operator - Polynoms Z,’f:(] CniiD', dh

k k—1
> engiD' = (D —1) > éngiD’,
1=0 1=0
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so gilt

k ' k-1 _
(Z cn+iD’> ™ o= (D—r) (Z EnHD’) r’
i=0 j

=0
k—1 '
= (D—7)) éppr™
=0
k—1
= D Z n+l7" —r Z cn+2r

i=

= 0,

dh a, = r" ist eine Losung der Differenzengleichung. Alle Lé')sungen der Differenzenglei-
chung sind Linearkombinationen der Gestalt a, = >, ;7r]', wobei die r; Wurzeln des

Operator - Polynoms sind.
Wir wenden nun die Methode auf unsere Rekursionsgleichung

Pn+2 — (P+ 1)pn+1 +ppp=0 n>0
mit den Nebenbedingungen p; = ppo und Y o7 o pn, =1 an.
Mittels Shift - Operator schreibt sich die Rekursionsgleichung als

0 = (D>~ (p+1)D+p)pn
= (D=1)(D —p)pn,

was auf p, = o + [p™ fihrt. Aus der Nebenbedingung > >° (p, = 1 folgt a = 0 (die
Nebenbedingung p; = ppo ist damit automatisch erfiillt) und ebenso p < 1 und p, =
p" (1= p).

Sind die p,, berechnet, so konnen alle interessierenden Kenngrofien des Bedienungssystems
im Gleichgewicht berechnet werden, zB die erwartete Anzahl von Kunden im System

o0 o0

L = E[N]=) npa=01-p)) np"
n=1 n=1
= (1—p)piip”
dpn:O
d 1
= ( —p)pdfpil_p
_ A
1—p p—2A

Ebenso ist auch die erwartete Anzahl von wartenden Kunden interessant,
2

LqZE[Nq}Zi(n—l)pnz1_pp—(1—po)= 1[)_
n=1

o
Interessant ist auch die erwartete Anzahl von Kunden in der Warteschlange, wenn diese
nicht leer ist (L, = l%p Ubung).
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2.3.2 Wartezeiten beim M/M/1 Modell

Aus der Formel von Little konnen die erwartete Systemzeit W und die erwartete Wartezeit
W, in der Warteschlange gewonnen werden, nédmlich

W:£: L und Wq:ﬂ:#.
Aop—A A op(p—A)
Ist das System im Gleichgewicht, so kann die Verteilung der (Zufallsvariable) Wartezeit
T, eines (virtuellen) Kunden, der zum Zeitpunkt 0 eintrifft, durch folgende Uberlegungen
gewonnen werden.
Wegen der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung gilt fiir n € Ny bei einer FCFS
Strategie

= t(ﬂt)k
Pr[Tq§t|N:n]:1—]§]e “T.

Daraus folgt mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Prl, <t] = Y Pr[T,<t|N=n]py
n=0
00 n—1 k
_ —t(ﬂt)
S (St
n=1 \k=0
00 n—1 k
_ t n
n=1 \k=0 ’
—ut = (lut)k - n
= 1—(1—,0)6“2 i Zp
k=0 : n=k-+1
B 00 t)kpk;+1
= 1—-(1= ut (H
(1-p)e k;) AR —

= 1 —ut . (p,ut)k
- kz_%) k!

- 1- pe—(,u—k)t'

Fin Kunde muss also mit Wahrscheinlichkeit 1 — p gar nicht warten und, wenn er warten
muss, eine exponentialverteilte Zeit mit Parameter y— A. Man beachte, dass die Annahme
von exponentialverteilten Bedienungszeiten wesentlich in die Berechnung eingegangen ist.
Da die Zwischenankunftszeiten exponentialverteilt sind, gilt diese Verteilung fiir die War-
tezeit eines jeden Kunden, der in ein Bedienungssystem im Gleichgewicht eintritt. Daraus
konnte natiirlich wieder die mittlere Wartezeit gewonnen werden, die wir ja bereits mit der
Formel von Little berechnet haben. Man kann aber auch die Wahrscheinlichkeit angeben,
dass ein Kunde langer als einen vorgegebenen Wert warten muss - es konnte ja sein, dass
dann zusatzliche Kosten anfallen.
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2.3.3 Markov-Modelle mit unendlicher Population
Das M/M/c Modell

Dabei handelt es sich um ein System mit ¢ gleichartigen Servern. Das mathematische
Modell ist ein Geburts- und Todesprozess mit den Raten

A = A
- nu falls 1<n<c
P = cp falls n>c ’

Die Gleichgewichtsverteilung

%po falls 1<n<e¢
Pn = #po falls n>c¢

ergibt sich aus der Formel (2.3), was sich fiir A <= pc normieren 1a8t mit

—1
c—1 )\n )\c
= + .
2 (Zun MCC!(l_;C))

Fiir die erwartete Lange der Warteschlange gilt

)\c-l—l

cuctlie! (1 - ﬁ)

Ly = 3 Po-

Daraus kénnen nun mittels der allgemeinen Resultate L, W, und W berechnet werden.
Auch fiir das M/M/c Modell im Gleichgewicht kann die Verteilung der (Zufallsvariable)
Wartezeit T, eines (virtuellen) Kunden, der zum Zeitpunkt O eintrifft, durch folgende
Uberlegungen gewonnen werden.

Wegen der Gedachtnislosigkeit der Exponentialverteilung gilt fiir n € Ny bei einer FCFS
Strategie

fir n<c

1
Pr|T, <t| N =n|= .
rTy <t ") { 1 =305 e_cl‘ti(cllﬁ)k fur n>c
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Daraus folgt mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

0o
Pr(T, <t] = Y Pr[T,<t|N=n]p,
n=0
oo /n—c t)k
- 1- e—cut (CM N

n=c \k=0

oo [/n—c k n
— o —cut (Clu’t) A
Y (el

o
= 1~ 2 n%;rk ,u”c")
_ e s (cut)® ﬁ)ﬁk
c! =k 1- ;j\c

—ert N & ()
N 1_0!(61_36) (u) 2
(e

c! (1 — ﬁ) po-

Interessant ist auch die bedingte Wahrscheinlichkeit

- 11—

Pr(T, >t | T, > 0] = e (cH= Mt

Ein Kunde muss also mit Wahrscheinlichkeit

A c
O
A
o (1- %)

gar nicht warten und, wenn er warten muss, so muss er eine exponentialverteilte Zeit mit
Mittelwert (cp — ) ™! warten.
Man beachte, dass alle Formeln fiir das M /M /c Modell fiir ¢ = 1 in die entsprechenden
Formeln fiir das M /M /1 Modell iibergehen.

Das M/M/c/K Modell

Dabei handelt es sich um ein System mit c gleichartigen Servern mit einer Systemkapazitat
K (K > ¢), dh Kunden, die bereits K Kunden im System vorfinden, werden abgewiesen.
Das mathematische Modell ist ein Geburts- und Todesprozess mit den Raten

I {)\ falls 0<n< K

0 falls n> K

_ nu falls 1<n<c
fon = cp falls n>ec '
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Dieser Prozess hat nur die Zustande {0,1,..., K'}. Die Gleichgewichtsverteilung

%po falls 1<n<c¢
b= %po falls ¢c<n<K

ergibt sich wieder aus der Formel (2.3). Sie existiert in jedem Fall, wobei

_ ) Ac(l— AC K—c+1) -1
— E:l A n (u)

fir A < pc bzw

= wrnl uce! (1 — ﬁ)
c—1 A" A€ -1

po = <Z o + = (K —c+ 1)) fir A = pe.
n=>0

Man beachte, dass die Formel fiir K’ — oo in die betreffende Formel fiir das M /M /c Modell
iibergeht.
Die Formel fiir die erwartete Lange der Warteschlange lautet fiir A # pc

A+l (1_ (ﬁ)l{—c—&-l_ (1_ﬁ) (K—c+1) (/i\C)K_C)

cuctic! (1 - A)2

pe

L, =

Die entsprechende Formel fiir A = pc wird durch die Regel von de L’Hospital gewonnen.
Die erwarteten Wartezeiten werden wieder iiber die Formel von Little berechnet, allerdings
muss man beachten, dass die mittlere Anzahl von eintreffenden Kunden je Zeiteinheit hier
gleich A (1 — pg) ist, weil ja nicht jeder eintreffende Kunde tatséchlich in das System
eintritt. Wir erhalten daher

L 1
Wy=—2—und W =W, + —,
A1 =pk) T

sowie A (1 )
L=WA(-pg) :Lq—I—(;pK.

Auch in diesem Fall kann die Verteilung der Wartezeit berechnet werden.

Das M/M/c/c Modell - Erlangsches Verlustsystem

Dieses Modell wurde bereits 1917 von Erlang? fiir eine Telefonvermittlung verwendet.
Dabei werden die ankommenden Telefongesprache durch einen Poisson-Prozess model-
liert und die Sprechzeiten als exponentialverteilt angenommen. Die von ihm hergeleiteten
Formeln dienten dazu, die Telefonzentrale richtig zu dimensionieren. Seine sogenannten
Erlangschen Verlustformeln lauten

(& AT
Dy = s (,;) u"‘k!) firo<n<ec.

9Agner Krarup Erlang, 1878 - 1929, dénischer Ingenieur und Mathematiker
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-1
A€ LNk
= ()

geht der Kunde verloren, weil er keine freie Telefonleitung vorfindet. Die grofle Bedeutung
dieser Formeln liegt darin, dass sie sogar fiir ein M /G/c/c Modell gelten, in dem die mitt-
lere Bedienungszeit 1/ ist. Erlang nahm bei seinen Untersuchungen die Bedienungszeit
als konstant an, sein Beweis fiir die Formeln war aber nicht ganz korrekt.

Mit der Wahrscheinlichkeit

Das M/M /oo Modell

In diesem Modell wird jeder Kunde sofort bedient, oft ist es gut geeignet, um eine Selbst-
bedienungsanlage zu beschreiben. Mathematisch handelt es sich um einen Geburts- und
Todesprozess mit A\, = A und u,, = nu. Damit gilt

()
= exp|—— ).
Pn ] p 1
Die Anzahl der Kunden im System ist Poisson-verteilt mit Parameter % Auch diese Formel
gilt sogar fiir ein M /G /oo Modell.

Zustandsabhangiges Service

Kunden treffen nach einem Poisson-Prozess mit Rate A in ein System mit einem Server
ein, der negativ exponential verteilt mit unterschiedlicher Intensitéit arbeitet. Sind weniger
als £k Kunden im System, so arbeitet der Server langsam mit Rate p;. Bei mindestens k
Kunden arbeitet er schnell mit Rate us. Die Kapazitat des System sei unbeschrankt. Wir
erhalten die Raten

A = A\

_ w falls 1<n<k
Hn =\ 4y falls n>k

Im Fall A\/us < 1 exisitiert die Gleichgewichtsverteilung und fiir sie gilt

{ ;}—Zpo falls 1<n<k
pn=9 _' fall >k
”;cfl‘u?fqupo alls n =~

mit

1=A/ 1-Xps

<1(>\/uz)k + (>\/uz)’“‘1A/us)1 falls M/ #1
bo = -1
@+ Mﬂ) falls  A/p =1

Verallgemeinerungen dieses Modells liegen nahe und sind genauso zu behandeln: Man
kann statt einem ¢ Server einsetzen, diese kénnen je nach Anzahl der vorhandenen Kun-
den (Auftrdge) mehrere verschiedene Arbeitsintensititen aufweisen. Man kann auch bei
Vorhandensein von k1, ks,.. Kunden einen 2., 3.,.. Server einsetzen.
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Ungeduldige Kunden

Zumindest drei Typen von ungeduldigen Kunden sind denkbar. Solche, die sich bei einer
gewissen Lange der Warteschlange nur ungern anstellen (balking), dh fiir jeden Systemzu-
stand n gibt es eine Warte wahrscheinlichkeit w,,, mit der ein eintreffender Kunde in das
System eintritt. Fin nachster Typ von ungeduldigen Kunden stellt sich zuerst an, verlafit
aber, wenn er zu lange warten muss, das System ohne Bedienung. Diese Art von Ungeduld
(reneging) kann man dadurch modellieren, dass in jedem Systemzustand n jeder Kunde
mit Rate 1, das System verlafit. Wenn es fiir jeden Server eine eigene Warteschlange gibt,
tritt eine dritte Art von Ungeduld auf, ndmlich das Wechseln zwischen den Warteschlangen

(jockeying).

2.3.4 Markov-Modelle mit endlicher Population

Der Poisson-Prozess fiir die eintreffenden Kunden ist nur dann ein gutes Modell, wenn
es ein sehr grofies Reservoir von potentiellen Kunden vorliegt. Liegt (etwa in einem klei-
nen Ort oder wenn die "Kunden” zu reparierende Maschinen in einer Firma sind) nur
eine beschrankte Menge M von moglichen Kunden vor, so geht auch diese Groflie in die
Berechnung ein.

Reparatur

Ein einfaches mathematisches Modell mit ¢ Servern und Systemkapazitit M (dh M > ¢)
ist ein Geburts- und Todesprozess mit den Raten

I (M —n)X falls 0<n<M
L 0 falls n> M ’

- {n,u falls 1<n<e¢

cu falls n>c

Dieser Prozess hat den endlichen Zustandsraum {0, 1, ..., M }. Welches konkrete Beispiel
kénnte dadurch modelliert werden? Die Gleichgewichtsverteilung erfiillt

(™) 2% po falls 1<n<ec
Pn = n
! (Ar{) c;gfl!_c 27]90 falls e<n<M

mit
e /a\ M w o)
po = Al )

Reparatur und Reserve

In einer Firma werden stets M Maschinen benotigt, die unabhéngig voneinander arbeiten.
Ist eine davon defekt, so wird dafiir wenn moglich sofort eine Reservemaschine einge-
setzt, von denen es Y gibt. Jede Maschine hat auch nach einer Reparatur eine negativ
exponential verteilte Lebensdauer mit Erwartungswert A. Defekte Maschinen kommen in
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die Reparatur, wo an maximal ¢ < Y Maschinen gleichzeitig Reparaturen durchgefiihrt
werden konnen. Die Reparatur einer Maschine dauert eine negativ exponential verteilte
Zeitspanne mit Mittelwert p. Die Groflen M, A\, p sind vorgegeben. Ziel ist es, dass der
Prozess nicht ldnger als d% der Zeit mit weniger als M Maschinen auskommen muss.
Wir bezeichnen mit n den Zustand des Systems, bei dem n Maschinen defekt sind. Dann
hat der Prozess den endlichen Zustandsraum {0, 1,..., M + Y} und es liegt ein Geburts-
und Todesprozess vor mit den Raten

MM\ falls 0<n<Y
Ap = (M4+Y —n)X\ falls Y<n<M+Y ,
0 falls n>M+Y
_ nu falls 1<n<c
Hn = cp falls n>c ’

Die Gleichgewichtsverteilung erfillt

%ﬁ:po falls 0<n<c
Pn =14 sieq w0 falls c<n<Y 7

MY M! An
wobei man pg durch Normierung erhélt. Will man erreichen, dass hochstens 5% der Zeit
weniger als M Maschinen intakt sind, so muss

Y+M

Z pn < d

n=Y+1

gelten. Ob man mehr Reservemaschinen oder mehr Reparaturkapazitit einsetzt, héngt
von konkreten Kosteniiberlegungen ab.

In einem anderen Fall konnen aber Reparatur und Reservemaschinen so teuer sein, dass
man besser mehr Systemausfille einkalkuliert.

Aufgabe

Was ergibt sich im obigen Modell fiir ¢ > Y ? Leiten Sie die entsprechenden Formeln her.
Beantworten Sie die konkrete Fragestellung fiir A =0.1, p =1, d = 0.05 und M =5 bzw.
M = 50.

Auch in diesen Modellen kann die Verteilung der Wartezeit berechnet werden.

2.4 Zeitabhangiges Verhalten

Die Berechnung des zeitabhéngigen Verhaltens einer Markov-Kette erfordert die Losung
der Vorwartsdifferentialgleichungen von Kolmogorov. Im allgemeinen handelt es sich dabei
um ein System von unendlich vielen linearen Differentialgleichungen. Eine Losung ist daher
normalerweise schwierig. Eine Ausnahme bilden die Modelle mit endlichem Zustandsraum.
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Ein weiterer Zugang, um zeitabhéngiges Verhalten zu analysieren, ist die sogenannte Busy-
period analysis. Dabei wird die Verteilung der Léange einer Aktivitatsperiode berechnet.
Das ist die Zeitspanne zwischen dem Eintreffen eines Kunden in ein leeres System und dem
ersten Zeitpunkt nachher, zu dem ein Kunde ein leeres System zuriickléflt. Die Verteilung
der Lénge der Aktivitatsperiode kann durch geringe Modifikation der Vorwértsdifferen-
tialgleichungen von Kolmogorov gewonnen werden. Nach der Aktivitétsperiode steht das
System eine exponentialverteilte Zeitspanne leer. Dann beginnt die nachste Aktivitatspe-
riode, die dieselbe Verteilung hat wie die vorige.

2.4.1 Modelle mit endlichem Zustandsraum

Dadurch werden alle Systeme mit endlicher Systemkapazitat und alle Modelle mit endli-
cher Population erfasst. Es handelt sich stets um Markov-Ketten mit kostanten Ubergangs—
raten. Die Vorwartsdifferentialgleichungen von Kolmogorov sind homogene lineare Diffe-
rentialgleichungssysteme 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten mit Randbedingungen
und Anfangsbedingungen, die sich aus der Anfangsverteilung ergeben. Sie knnen entwe-
der iiber die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix oder mittels Laplace!?-Transformation
gelost werden.

Das M/M/1/1 Modell

In diesem Fall lauten die Vorwartsdifferentialgleichungen von Kolmogorov

P/ (t) = p(£) Q mit Q = ( A2 )

o=
dh
po(t) = —Apo(t)+ ppi (1)
pL(t) = Apo(t) —pp (),

wobei pg (t) + p1 (t) = 1 gelten muss. Als Losung ergibt sich fiir ¢ > 0

_ —Opt . H (1 (Ot
po(t) = po(0) e +/\+u(1 ‘ )

_ —(Att o A (g (At
p1(t) = p1(0) e +A+u<1 ¢ )

Losung und Grenzverteilung exisiteren fiir alle A, u > 0. Ist p (0) = p = (ﬁ, ﬁ/\u)’ dh
startet der Prozess in der Gleichgewichtsverteilung p, so gilt p (t) = p, dh der Prozess
bleibt in der Gleichgewichtsverteilung. Sonst ndhert sich die Verteilung p (¢) exponentiell
der Gleichgewichtsverteilung.

10Pjerre-Simon Laplace 1749 - 1827, franzdsischer Mathematiker
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2.4.2 Modelle mit unendlichem Zustandsraum
Das M/M/1/oc Modell

In diesem Fall lauten die Vorwartsdifferentialgleichungen von Kolmogorov

XA 0 0
L= A=u A 0
P)=pH)QmitQ=| 0 pu “A—p A S
0 0 n —“A—pu
dh firn >0
po (t) = —Apo (t) + ppr (1)
Pr(t) = App—1(t) = (A + 1) pn (1) + ppnsa (t) -

Dabei handelt es sich um ein System von unendlich vielen linearen Differentialgleichungen.
Es wurde erst 1954 gelost. Die Losung 1483t sich mit Hilfe von Besselfunktionen I,, darstel-
len. Der Beweis verlduft iber erzeugende Funktionen und deren Laplace-Transformierte.

2.4.3 Das M/M/oco Modell

In diesem Fall lauten die Vorwartsdifferentialgleichungen von Kolmogorov

-2 A 0 0
[T e TR 0
P)=pt)QmitQ=| 0 2u “A=2u A e s
0 0 3 —A—=3u
dh firn >0
po () = —Apo (t) + pp1 (1)
pln (t) = APn-1 (t) - ()‘ + ”N) Pn (t) + (n + 1) HUPn+1 (t) :

Als Anfangsbedingung wahlen wir p (0) = (1,0,0,...). Auch hier handelt es sich um ein
System von unendlich vielen linearen Differentialgleichungen. Die Losungsmethode kommt
aber ohne Laplace Transformation aus.

Sei P (z,t) := Y2 op(t) 2" die erzeugende Funktion von p (t), die fiir z € C mit |z| < 1
existiert. Durch Einsetzen in die obigen Differentialgleichungen erhélt man eine partielle
Differentialgleichung mit Anfangsbedingung fiir P (z,t), deren Losung

P(:1) = exp (2 -1 (1-e))

- cofb - Jen(0-)
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ist. Entwickeln in eine Potenzreihe ergibt die gesuchten zeitabhdngigen Wahrscheinlichkei-

ten oo () = % (2 (1 B e—ﬂt>>nexp (2 (1 — e“”)) )

Auch hier ergibt sich fiir t — oo die Grenzverteilung.



