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TEIL 1

1.1 Wiederholung aus A III

In diesemn Paragraphen werden wir einige aus der Analysis III bekannte Tatsachen in

Erinnerung bringen.

Sei A das Lebesgue Mafl auf [0,1]. ([0,1],£) bezeichne den Mafiraum der Lebesgue
mefibaren Teilmengen von [0,1] (sieche A III § 1).

Definition 1.1: Sei p € [1, 00].

L£P([0,1],£,A) :={z: [0,1] - R : z ist £ meBbar,
und |z|? ist integrierbar}
£e(o,1,£,A) :={z : [0,1] - R : = ist £ meBbar,

und {z{ i1st f.u. beschrankt}

Es liegt nun nahe (und in der Natur der Sache), die oben definierten linearen Vektorraume

mit einer Norm (oder Halbnorm) zu versehen.

Definition 1.2: Sei ¢ € L?([0,1], £, A), dann heifit ||z]|, := (fol |Z|PdA)% die p-Halbnorm
auf L7,

Sei ¢ € £2([0,1],A,)), dann heifit ||z]|o = nf{K > 0 : |z] < K fast iberall} die
oo-Halbnorm auf £,

Tatsachlich sind || ||, (oder || {|o) Halbnormen und keine Normen auf £? (oder £*), da fiir

jede Funktion z : [0,1] —» R die nur auf einer Menge von Maf-Null, von Null verschieden
ist, gilt:

2]l = l|#lloo = 0.

3




Andererseits gilt fiir jede Funktion 2 : [0,1] — R, die in £L? (oder £*°) liegt, und die auf

einer Menge von strikt positivem Mafl von Null verschieden ist

]l >0 (oder ||z||e > 0).
Zusammenfassend halten wir fest, dafl die beiden Mengen
{z € L7 : |||, = 0}

und

{z € L7 : ¢ = 0 fast iberall}.

iibereinstimmen. Wir bezeichnen sie mit A". (Dasselbe gilt selbstverstandlich fiir £*.)
Bekannterweise erhalt man aus einem Vektorraum der mit einer Halbnorm versehen ist,
einen normierten Vektorraum, wenn man den Quotientenraum nach dem Nullraum der
Halbnorm bildet. Wir folgen diesem Prinzip und setzen fiir p € [1,00] LP([0,1], £, A) :=
L£r([0,1}, £, A)/ N,

Sei z nun eine Aquivalenzklasse in L7([0,1],£,)) und @ ein beliebiger Reprisentant in

LP([0,1], £, A), dann definieren wir
lellp = inf{l[z ~ All, : b € A},

Wie man sofort sieht, ist diese Bezeichnungsweise inkonsistent, ihre Verwendung ist aber
allgemein akzeptiert und fiihrt zu keinem Mifiverstandnis! (sofern letztere nicht mutwillig

herbeigefithrt werden).

Wir zitieren nun aus A II] zwei bekannte Satze uber LP.

Satz 1.3: Sei p € [1, 00|, dann ist (LP([0,1],£,A), | |l,) ein vollstindiger, normierter

Vektorraum.

Bemerkung: Dieser Satz (dem ja die Konvergenzsatze aus A III, § 3 zugrundeliegen) ist

auf das Innigste mit dem Lebesgue’schen Integralbegriff verbunden.

*
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Satz 1.4: Die Abbildung y — (¢ — [2yd)) indusziert fiir p € [1, o[ einen isometrischen
Isomorphismus zwischen L? und (L?)' (dem Dualraum von LP), wobei ¢ €]1, co] o gewihlt

wird, daf} gilt: :—, + % =1,

Bemerkung: Satz 1.4 ist fiir p = oo falsch. Der Beweis von Satz 1.4 beruht auf zwei
wesentlichen Stiitzen: Der Holder-Ungleichung und dem Satz von Radon-Nikodym. Nahere
Informationen zur Hélder-Ungleichung findet man in den UE A III, wahrend der Satz von

Radon-Nikodym in A III, § 6 behandelt wird.

Deflnition 1.5: Sei 2 : [0,1] —» R meflbar. Dann heifit
mz: RT = [0,1], t = AMs: |z|(z) > t}

die Verteilungsfunktion von z.
!

Wie wir im folgenden Lemma beweisen (und spater laufend benutzen) werden, ist die
LP-Norm einer Funktion nur von deren Verteilungsfunktion abhangig.

»
L]

Lemma 1.6: Sei ¢ : [0,1] = R meflbar und |z|P integrierbar. Dann gilt fiir 1 < p < oo
1 [=5]
f |e|PdX = p./ P~ 1 m,(t)dt.
0 0

Beweis:

i 1 rle(a)
/ |:c|Pd,\:/ (/ pt? " ldt)d)
0 0

1 oC
’—‘/ (/ X{tqmy(x)upi”_ld‘f)d'\
L] 0

1
=/ (f X{l=(A)|>¢}dA)pt? ~ dt
R+ Jo
= p/ P Im,(t)dt.
R+




1.2 GleichmiBige Integrierbarkeit und Konvergenz in L}

Definition 1.7: Eine Teilmenge K’ von L!([0,1]) heit genau dann gleichmiBig integrier-

bar, wenn

lim {sup [ {71da} =0
{1f]>a}

Bemerkung: In dieser Vorlesung wird dieser Begriff nur insoweit behandelt, als er fiir
die Martingaltheorie (siehe § 2) von Nutzen ist. Damit ist allerdings die Bedeutung dieses
Begriffes noch keineswegs erschopft. Es sei hier nur erwahnt, da ein fundamentaler Satz
der (hoheren) Funktionalanalysis besagt, daB die schwach relativ kompakten Teilmengen

von L' mit gleichmaBig integrierbaren Teilmengen iibereinstimmen.

Beispiele:
1. Endliche Teilmengen X von L! sind gleichmafig integrierbar.
2. L™ beschréankte Teilmengen A’ sind gleichmafig integrierbar.

3. Man definiere

nle 0<e< %
gn(z) =< 2n-n?z 1 <z<?i
0 sonst
. . : d,
dann gilt: sup, ||gall; €2 und fiir alle n € N f{l9m|>n} |g2n| = 1. ’Z(

gn) ist also eine Folge von Funktionen, die in L! gleichmiBig beschrankt ist, aber nicht
g 8 &

gleichmafig integrierbar ist.

Proposition 1.9: A((C L*([0,1])) ist genau dann gleichméBig integrierbar, wenn

1) fir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, sodaB fiir jedes mefibare A ¢ [0,1] gilt: A(4) < §
impliziert sup,cx [, [fldA < e

1) supsex || fll: < oo

Beweis: Wir zeigen zuerst wie aus der gleichgradigen Integrierbarkeit i) und ii) folgen.
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Dazu eine einfache Abschitzung: fiir A C (0,1}, 6 >0, und f € K gilt

d) = dA + d)
/; d /An{|f|<a} d fm{maa} d

< ai(4) + f [fidA.
{1fl>e}

Diese Abschdtzung wird nun ins eiserne Korsett der Quantoren gezwungen.

ad i) Sei € > 0 gegeben. Laut Voraussetzung existiert a > 0, sodaB

sup [ Jfids
fek J{if1>a} 2

Sei § := X, dann folgt fiir jedes A C [0,1]: A(A) < § impliziert

sup/ Ifldd < aAMA) + = <e
A

fexX

8| m

ad ii) Sei @ > 0 so gewéhlt, daB sup ¢ f{lfl>ﬂ} |fldA < 3, dann gilt: sup g ffﬁ 1 |FldA =
a.l +3 < o0,

Wir zeigen jetzt wie aus i) und ii) die gleichmaBige Integrierbarkeit folgt. Sei M :=
supsex | fllt. Sei € > 0 gegeben. Wir erhalten § > 0 mit der in i) beschriebenen
Eigenschaft a := % Mit der Ungleichung von Tschebyschef gilt fiir f € K:

Aﬂﬂ>a}s§wnga

Folglich erfullen die Mengen
{ifl >a} fek

die fir die Anwendung von ii) erforderliche Pramisse. Somit gilt fiir f € X

f fldA < e.
{|f|>a}

In der Martingaletheorie, die wir in § 2 kennenlernen werden, bedient man sich oft des

folgenden Satzes.

Satz 1.10: Sei (f,) eine Folge in L'{[0,1]), sei f meBbar. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent:



i) fn — f im Maf und {f, : n € N} ist gleichmafig integrierbar.

ii) f e L*([0,1]) und f, ~+ f in L' Norm.

Beweis: i) => ii) Aus i) folgt zunachst die Existenz einer Teilfolge (ng)k, sodal fn, — f
fa, (vgl. A III, § 4). Somit folgt aus dem Satz von Fatou:

1 1 1
/ |f|dA =f liminf|f,, |dA < liminf/ Ifadd € M < 0
0 0 k E o Jo
also f € L', Zu zeigen bleibt die L!-Konvergenz.

Sei € > 0 beliebig gewahlt und sei A; := {|fn — f| > €}. i) impliziert die Existenz von
ng € N, sodaf} fir n > ng gilt:

f fuldh < €

/ fldA < €
Folglich gilt fir n > ny

tn=tls [ it [ 1

sw[ﬂ Ifnld)\+/;|ffd>\

< Je

und

it) = 1) DaB f, — f in L' die Konvergenz von f, — f ein MaB erzwingt, ist klar. Sei
nun € > 0, wahle ny € N, sodaf} fur n > ng gilt ||f — fallz1 < €. Da die endliche Menge
{f1,.-+, Fno, f} gleichmaBig integrierbar ist, existiert § > 0, sodaf fiir A € £ und A(4) < §

sup / |fnldX < e

n<noJ A

/Alfld)« <e

1
sup f |fm|dA<f fldx+ sup [ 17 = fmldh s e e

m>ng m>ns Jo

und

Andererseits gilt:

Somit ist gezeigt, daB {f.,n € N} gleichmaBig integrierbar ist.
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J 1. f :\‘(?:)‘- Man erkennt also die ”Merkregel” E(f|G) stimmt mit dem Mittelwerten von f

auf Atomen von (" iiberein. Diese Merkregel ist fiir alle endliche Algebren anwendbar.

b) Sei G = {0, [0, 1]} dann gilt:
1
B(/I6) = [ fd
0

' r\: \/ﬂ /"‘I’!?v } ij 1] [ t.i! i‘. - e &,4 ;IJf_ (E{ A ;‘! A ( (Yt B m‘.‘}_s > st )( (“S /’};B

§ 2.2. Martingalungleichungen ' "¢

Definition 2.3: Sei () eine wachsende Folge von Teil-o-Algebren von £ in [0,1]. Eine
Folge f, : {0,1] — R von integrierbaren Funktionen heifit genau dann Martingal, wenn

fir jedes n € N
i} fn ist F,, mefbar.

ii) B(fos1|Fn) = fa

Beispiel: Sei (F,) wie oben. Sei f € L'([0,1], £, ), dann bildet die Folge der bedingten
Erwartungen E(f|F,.}, n € N ein Martingal.

o X oy @ }( l (/(,t/\.gqtﬂt {:’j_,&;:u_ g ,j{

Bemerkung: In Paragraph 2.3 werden jene Martingale charakterisiert, welche sich in
der oben gezeigten Form schreiben lassen. Jedes Martingal ist zunachst eine Folge von
Funktionen. Wir stellen daher die Frage nach der Konvergenz. Uber die Doob’sche Maxi-
malfunktion und die Doob’sche "upcrossing” Ungleichung gelangt man zu einer Charakteri-
sierung L! konvergenter Martingale durch gleichmafige Integrierbarkeit. Diese Aquivalenz
stellt einen Kreuzungspunkt vieler mathematischer Disziplinen dar (z.B.: Probalilistische

Potentialtheorie, Theorie der vektorwertigen Mafle, Martingal H? Theorie).

Von grundlegender Bedeutung ist der

Satz 2.4: (Doob) Sei (fs) eini (Fn) Martingal. Sei f; := sup,,<, |fm| die assoziierte

Maximalfunktion, dann gilt:

'
o
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1) Fiir jedes n € N und t € R*:
1
LSz 2 1)) < [ TARITRE
0

2)Firne Nund 1 < p < oo:

" p
[ fallp < I‘;‘":"'I”fn“p'

Beweis:
ad 1): Definieren wir fir w € [0,1]. Seien t € R* n € N beliebig aber fest. Tn(w) :=
inf{k < n:|fel(w) > t}. (Esist klar, daB T\, eine Funktion von [0,1] nach N definiert.)
Und {w: @w) = k} ist Fx-mefbar, denn {Tfp = k} stimmt mit der Menge

'y

”

{fi <A}n...0{fe-1 <A}N{fr = A}

{iberein, und wir wissen ja, daB die Funktionen f; beziiglich ; meBbar sind. Weiters gilt:

{f; >t} ={T, <n}. (Denn

we{fi>(he \ Ifaw) 2t

k<n
e mf{k<n:|fi(w)] >t} <n

s we {T, <n})

Folglich:
1 T 1
/lfnb(,{f;zt} :f |frlx (T, <nydA = Z/ | falX (T, =k}dA
0 k=1 0

Ry

E(l.fn”fk)-X{Tn:k}dA

Il

a
il
h

v
E

v
—

|E{fal Fe)lIx (T, =k} dA

x
Eal
-

tX{Tn:k}dA

1

M{T. <n}.)

L -
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Zwischenbemerkung: Frage: Warum waren wir erfolgreich? Antwort: Weil wir das
interessierende Ereignis {f;; > t} in disjunkte Ereignisse {T, = k} zerlegen konnten und
die zusatzlich gewonnene Information (namlich {T, = k} ist F; mefBbar) in der zweiten

Umformulierung "clever” ausgenutzt hatten. Allgemein bezeichnet man Funktionen t :

[0,1] — N fiir die {r = n} € F, gilt, als (F,) Stoppzeit.

ad 2):

fol fiP = /Omptp‘l,\(;'f; > t})dt
wegen (1) é‘]w ptp_z(/: X{f2 >0}l fnlw)|dw)dt
f f P2 | Fal(w)lx gy >y dtdw
(Fubini) =f0 (/of (w)ptp—zdt)un(w)uw
e
CrRicw)  maen) < L[ ([ i@ mwe?
= lr%nfnnpuw-

oder:
" p-t p
R G
150 < 20l

da aber p — f; =p-—p(l - %) = 1, folgt die Behauptung.
Der nachste Satz zeigt eine typische Anwendung des Doob’schen Satzes:

Satz 2.5: Sei (f,) ein Martingal, dann gilt:

(fr) konvergiert in L'[0, 1] impliziert (f,) konvergiert fast iiberall.

Bemerkung: Die Folge der charakteristischen Funktionen von dyadischen Intervallen

zeigt, daB die Konklusion von Satz 2.5 ohne einschrankende Bedingungen an f, nicht gilt.
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(Siehe auch UE A III). Weiters sei bemerkt, dafl man selbst fiir Martingale nicht von der

-~

fi. Konvergenz auf L' Konvergenz schlieflen kann!

Beweis: Seien a,b rationale Zahlen und D, = {w : liminf fo(w) < ¢ < & <
limsup fn(w)}. Wir zeigen zunachst:

/\ A(Dg ) = 0.

ﬂ'stQ

Zu jedem w € D, , existieren Teilfolgen (ng), (my), sodas lim,, o fn,(w) < @ und

b—a
3 -

iMoo frm, (w) > b Folglich gilt fiir alle ny und mg sup,, s, [fo{w) — fmo(w)| >

Seien ny und mgp beliebig fest. Dann gilt:

b—a
Das € {8p 1fn ~ frmal > 2520,
n>ng
b—a
’\(Da,b)f)‘{ S;IP |fn_fmo| > 9 }
< sup ||fn — fmollLt-

b — & n>ng
Da n¢ und mq beliebig waren, gilt fir alle € > 0 A(D, ;) < € und somit A(D, ) = 0.

Wir zeigen weiters, dafl sich das Ereignis auf dem (f,) (moglicherweise) divergiert, als

abzahlbare Vereinigung von Nullmengen schreiben lafit: Tatsachlich:

D = {w : liminf f,(w) < limsup fu(w)} = U Dap.
e,beQ

)

2.3 Martingalkonvergenzsatze

Im Laufe dieses Paragraphen soll der folgende grundlegende Konvergenzsatz bewiesen wer-

. - - f b .
dEIL f P i sf?"‘:.{l. v f‘{fr( Ve A ,} {

- - - ) s . 1 .
y \ . . o - { I ! !y
AL tn( Leade j i &3’{--( u ‘-ﬂ{ . ? P ’ . ’ R . :’f: }(.

il v ' [

Satz 2.5: Fir jedes Martingal (f,) sind die folgenden Aussagen aquivalent:
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i) Die Menge {fn} ist gleichmaBig integrierbar.
ii) Die Folge ( f,) konvergiert fast {iberall und in der L!-Norm.
iii) Es existiert f € L', sodaf} fiir n € N gilt: E(f|Fs) = fa.

Um jedoch soweit zu kommen, miissen einige Hilfsmittel bereitgestellt werden. Das wichtig-
ste ist ein "kombinatorisches Lemma”, das iiberlicherweise unter dem Namen Doob’sche
"upcrossing” Ungleichung zitiert wird. Letztere bendtigt einige Vorbereitung: Wir be-
trachten ein Martingal (f,,) und bilden g, := [f,|. gn ist eine nicht negative, F,, mefibare
Funktion, die der Relation

E(gn|Frn-1) 2 gn-1

geniigt. Wir wahlen b > 0, n € N und bilden eine Folge von Stoppzeiten wie folgt:

Tg =0
Tom—1(w) := inf(N,inf(k : k > Tom—a{w) A g = 0))
Tom(w) := inf(N,inf(k : k > TZmiw) A gr > b)) 1

Sei weiters Ub(w) die grofte natiirliche Zahl m, fiir welche Tam(w) definiert wurde.
US(N,w) ist die Anzahl der Uberquerungen des Intervalls (0,5) (von "unten nach oben”),
die die Folge (von Zahlen) g,(w), n € N durchgefiihrt hat. Es ist klar, dal wir
fiir US(N,w) eine Abschitzung nach oben finden miissen, die nur die Voraussetzungen

sup,, fol |fnldA < oo verwendet. Genau das geschieht in

Satz 2.8: (Doob’sche "upcrossing” Ungleichung) Mit obiger Bezeichnungsweise gilt:

b/o UL(N, w)dA(w / |Fuld.

Beweis: Sei Vy =1 und sei

1falls Tom_1(w) < kb < Typp(w) fiir ein m € N
0 falls Tom(w) < k < Tappyr{w) fiir ein m € N.

Vi(w) = {
Zunachst sei ber;lerkt, daf die Funktion Vi, Fy-; meBbar ist (Betonung auf 4 — 1.) (Denn
Vi=1% 3¢ />,}7f, sodafl (0 < gx_y < b) und ... und (0 < gg—(¢~1) < b) und (0 = gx_¢)).

wola JE 7L ) G 20wl o

:7#:.— tf-7)} SO ot ?m{ > &



Weiters sieht man, dafi

N
Z(w) := (go-Vo )(w) + Z Vi(w)gi — gi-1 )(w)

mit der Funktion
UJ(N,w)

Bt D Il (W) = 91y () ()

m=]

fast uberall ibereinstimmt. Aus dieser Darstellung von Z folgt sofort, daf fiir fast alle
w € [0,1]
BUS(N,w) < Z(w).

Bis jetzt war alles Kombinatorik. Nun wird Z(.) abgeschatat:

f (w)d)‘—/OQO'FZf — gi-1)

) 04}\.00«14‘43 f 90+Z/ ~ gi-1)

v1}

(Vj ot EIL-” ml/)’g\u.() = /godz\ -{—Zf E(g; —gi—llfi—l)d’\
. Vi=1}

1 1
- < [ godr+ fE G| Foma)dA
a/h_,,)»ﬁg_i fo 0 Z . (9: — gi-1] 1)

Zusammenfassend gilt also:

1 1 1
b./ Ug(N,w)d,\g/ gNd)\=/ |faldA.
0 0 0

Wir hatten U{(N,.) der (nicht negativen) Funktionenfolge g, n € N zugeordnet. Machen
wir diese Abhangigkeit (vortibergehend) erkenntlich, und schreiben wir U{((gn), N,.). Sei

nun a > b gegeben, dann definieren wir
U::((fn)) N, ) = Ug((fn - a‘)+) N, )

U;‘((fn), N,w) zahlt die {jberschreitungen des Intervalls |a, b durch die Zahlenfolge fr(w),
n € N. Furjedesa>0undne N
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i) (fn — a)* ist F, mefbar.

i) E((fa — @)*|Fnz1) 2 (fa—1 — a)¥ mit dem selben Beweis wie oben folgt, ~

Satz 2.7:
(b——a)[ (j",1 N, w)dA(w /(wa-a)+dz\

Die notwendigen Hilfsmittel sind nun bereitgestelit. Es folgt der

Beweis von Satz 2.5:

i) = i1): Die Voraussetzung impliziert sup,, fol |frldA < oo. Seien N € N, a < b beliebig
gewahlt. Sei Dy = {w : iminf fo(w) < @ < b < limsup fa(w)}. Wir verwenden die
Doob’sche upcrossing Ungleichung um zu zeigen, daf$ D, , vom Maf Null ist. Sei U}(N,.)
die Anzahl der Uberschreitungen des Intervalls ]a, 8] durch die Zahlenfolge fp(w), n < N

1
b N . d'\ Sllpn”fn”1+(1'
[, v g < S

’
[}

Sei [;,g() = supy U;,’(N, .). Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz gilt:

(sup, [ifalli) +a
//g wldA < (b—a) .

& -2

Daraus folgt wiederum A({w : U} = 00}) = 0. Somit A(D, ) = 0. Aus der Beziehung

{w: liminf fo{w) < limsup f,(w U Das
a,b€Q

folgt, daB (f,) fast iberall konvergiert. Sei f(w) :=lim,, f,(w) fast iberall. Laut Voraus-
setung ist aber {f, : n € N} gleichmaBig integrierbar und somit folgt aus Konvergenz f.u.

die Konvergenz in L' und weiters folgt f € L' (Satz 1.10).

ii) = iii): Sei A € F, und sei m > n. Dann gilt (Martingaleigenschaftl) [, fmd) =
[ 4 fndX. Somit:

/ f=lim | fmd)= /A FudA.
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iii) = i): Mit der Tschebyschef Ungleichung gilt fir n € N und a > 0

1
A{ifal > a}) < 5 [ 1fulid

1
= [ Bt1F <

a

1 1
- _/ Ifldx.
a Jjo

Betrachten wir nun: B, := {|fn| > a}. B, ist stets F,, mefibar, folglich

. / E(|£]|Fn)dA

aJo

/B Ufaldr = /B IB(IF) < /B E(fIIFa)ix

-/ 17k

Aus der obigen Betrachtung schlieflen wir: Fiir fixes n gilt limg .00 A(Bn) = 0. Dies und
die Voraussetzung f € L'([0, 1]) implizieren

lim supf [fr]dA < lim sup/ [ fldA = 0.
B“ a—oo n Bn,

a=rco g

Also ist {f, : n € N} gleichgradig integrié:rba.r.
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2.4 Abweichungen vom Mittelwert

Im folgenden betrachten wir die Abweichung einer Funktion f € L*([0,1), £, A) von ihrem
Mittelwert [ fd). Wir verwenden zunichst die Martingaltheorie dazu um eine "starke”

und nutzliche Abschatzung der Funktion

(t—»A{lf—/f|>t})

zu erhalten.

!
Lemma 2.8: Seien {0,[0,1]} = F, € F; C ... C F, = L gegeben. Sei weiters f €

L>=([0,1], £, A) gegeben. Setzt man d; = E(f|F;) — E(f|Fi—1), i € {1,...,n}, so gilt fiir
alle ¢t > 0 n
Mif = [ £1> 1) < 2ean(-2/4 3" dill)

=1

Bemerkung:

a) Die Signifikanz dieser Aussage besteht im ”quadratisch-negativ-exponentiellen” Abfall
von M{|f — [ fi > t}. Dieser Abfall wird aber erst wirksam, wenn

t2
——w e > L
4325 ldillE

b) Aus f - fol f =Y, d; folgt intuitiv, daf die Martingaldifferenzen d; herangezogen

werden konnen, um zwischen f und [ f zu vermitteln.

Beweis 2.8: Wir beniitzen die Ungleichung

oo N Y
"~ *Z. _-e
X180 & /e, .t w€ ,{7,@

bx 0 ok it

Damit folgt fir t € R und i < n: ’ Ct ¢ +)
e kB
A oK

s +
e <z+e*; zeR((UE)

E(etd"lf,'_l) < E(id,‘lf,'_l) + E(etad?'.ﬁ_l) < et:“d"”:".
19
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Und nun gilt:

[ eentt( dnar = [ Blean(u(Y dy)iFi-1)ax

1 i-1
- /0 exp(t(Y d;)).E(ewp(td;)|Fi—1))dA

-1

< [ eop(t(Y d)drenp(lidklz)

=1

Wir sehen, dafl sich dieselben Abschatzungen auf den Ausdruck

f e:cp(t(i d;)dA
J=1

0

anwenden lassen und erhalten nach insgesamt ¢-maliger Ausfihrung fiir i < n:

/0 exp(t Y d;)d) < eap(t*(3 Ild;1%))
j=1 j=1

Um diese Abschitzung richtig ins Spiel zii bringen, schreiben wir artifiziell, fir jedes ¢ > 0

und ¢ >0

M dj > c}) = M{exp((D | d;) — te) > 1}).
1=1 j=1

Also fire >0

M- [Fzay=n OOEL
—A({eepl(} ;) te) 2 1}) < [ eans Z d; - teJiAg

j=1

< exp(t® . an 12.) — ct).
j=1

Der nachste Trick besteht in der Wahl von t. Wir setzen & := ¢.(2. Z;zl ld;11%,)~! und

erhalten
2

Mt = [ 1> e < enpl )

20




analog:
c?

423-—1 ”d ”2

A({ ] f—f>c}) < exp( ).

Beide Ungleichungen zusammen ergeben:
M- [ > <aitr- [1>peaq[s-7>eh

¢ )

< 2 w1 1 119
AV S FXEN
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3. Khintchine Ungleichung

Betrachten wir die Freiheitsgrade, die sich bei der Verwendung von Lemma 2.8 ergeben.
Jede Wahl von Teil-o-Algebren ist zuldBig; allerdings sind nur jene Wahlen sinnvoll, die
den Ausdruck 3 [|di||2, (der ja von der Wahl der Folge F,) abhéngt) minimieren. Diese

Bemerkungen bilden die "Leitlinien” bei einer erfolgreichen Anwendung dieses Lemmas.

3.1 Die Rademacher Funktionen

Definition 3.1: Fir k € N und fiir ¢ € [0, 1] heifit
b r(t) 1= sign.sin(w2%t)

die "k-te” Rademacherfunktion.

Beispiel:
(0 {1 t<i
T =
' ~1... t>1
... (<hv(iE<t<?d)
ra(t) = 1 1 1 3
~1... (Z<t<i)V(I<t)

Ein einfacher Induktionsbeweis zeigt:

Lemma 3.2:

a) Fir jedes n € N, 0 < k < 2", gilt:
Tniizin_’!kz-l;‘l [
i1st eine konstante Funktion.

b) Fir jedes n,m € N gilt

1
m#n:/ Tptm =0
0

1
mzn:#/ Potm = 1.
0
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c) Sei n € N, dann gilt: Die o-Algebra F,, die von den Funktionen ry,...,rn erzeugt

wird, ist die kleinste o-Algebra in [0, 1], welche die Mengen -
E k+1 n
{J2n1 211. ]3 OSkS2 }
enthalt.

Die Khintchine Ungleichung gestattet die geschlossene Auswertung der LP-Norm von Li-
nearkombinationen von Rademacherfunktionen. Diese Eigenschaft macht die Khintchine
Ungleichung zu einer der am haufigsten verwendeten Ungleichungen der (modernen) Funk-

tionalanalysis (vgl. Beweis von Satz 7.4).

Satz 3.3: Fur 1 < p < oo existieren 4, > 0, B, > 0, soda8 fiir jedes n € N und fir jede
Wahl von (ay,...,a,) € R" gilt: 7/‘7

Ay( - 1/2 » / | a,ri|? d,\)@<3 3 af 1/2
PZ Z / 2

=1

Beweis: Seien n € N, ay,...,ay, beliebigraber fest gewahlt, sodaB (377, a?)}/2 = 1. (Aus
Homogenitatsgriinden bedeutet dies keine Einschrankung der Allgemeinheit.) Weiters gilt,
dafi die "Folge” von Funktionen (fi)i_, := (fo=1 a;i%i)p., e€in Martingal beziglich der
Teil-o-Algebren
(Fele=1 = (A({rs, - e )iz
bilden. Folglich gilt
ldilleo = llairilloe = lail.

Satz 2.8 besagt nun, daf fiir jedes ¢t > 0
2

A Za,-r,'| >t) < Ze:np(—%).

Daraus folgt mit Lemma 1.6: fur jedes 1 < p < o0

1 n [s e} n
/ [ arfPdd = P/ P~ Zai"il > 1)di
0 = 0 i=
o] t2
< 2p/0 P e:r:p(——4—)dt =: B,.
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Eine kurze Nebenrechnung zeigt uns, daff B, < oo. Da fir p > 2

1 n 1 n
L= ([ 1 an? < ([ 13wy < By,
0 =t 0 =1

haben wir die Khintchine Ungleichung fiir p > 2 gezeigt. Sei nun p < 2. Wir wahlen 1=9,
somit = % + 122, Folglich gilt mit der Hélderschen Ungleichung fiir jedes f € L*:

1£fll2 < IFIL> A28

Wir wenden dies nun auf die Funktion f = E:;l a;r; an.

1=(D af)/? = (/lzairklz)l/z < [/IZasri”l/?’[(f12041";’4)1/4]2/3

< [/lzairi|]1/3[34]2/3-

oder

B? < /lia;‘ril < (/|i:ai7'i|p)1/2 < (V/‘IZ:-:!H‘T;'IZ)I/2 = 1.

i=]

Womit wir die Khintchine Ungleichung fiir die restlichen Werte von p gezeigt haben.
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§ 7 Unbedingte Schauderbasen
7.1 Allgemeine Theorie

Definition 7.1: Sei E£ ein Banachraum. Sei (z,),en eine Schauderbasis in E.
(2n)neN heifit genan dann unbedingte Schauderbasis, wenn jede konvergente Reihe

2 oneN @n&n, dn € R, auch unbedingt konvergiert.

Das Konvergenzverhalten unbedingt konvergierender Reihen bleibt selbst dann erhalten,

wenn man an den Summanden "riicksichtslos” manipuliert. Es gilt folgender

Satz 7.2: Sei E ein Banachraum. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:-

i) (#n)nen ist eine unbedingte Schauderbasis.

i) Mit jeder konvergenten Reihe 3 .\ anzn und jeder Folge (€n)nen |en| = 1, konvergiertf' ‘
auch 3 . €nlnTn; )

i) Mit jeder konvergenten Reihe Ene;\l anz, und jeder (strikt wachsenden) Teilfolge

(nx)een konvergiert auch ), @n,2n, .

iv) Mit jeder konvergenten Reihe 3 _n anz, und jeder Folge (bn)nen mit |bn| < lan,

n € N konvergiert auch » 1 bn2n.

v) Zu € > 0 und zu jeder konvergenten Reihe 3\ anz, = z existiert Ao(C IN) endlich,
sodaf} fur jedes B(C N), B D Ap und B endlich, gilt:

” Z a.,;gﬁ:,;\.— 22”5' < E.

iEB

vi) Es existiert K > 0, sodaB fiir jede Folge (an)nen und fiir alle Teilmengen A C N,
B CNmit AC B gilt:

IS analle < K'Y anzall

nEA neB

Beweis: Wir zeigen die folgenden Implikationen:
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i)=> v): Nehmen wir an v) gelte nicht, d.h. es existiert ¢ > 0, soda man zu jedem endlichen
A ein A D Ay findet, sodal || Eie}x a;z; — || g > ¢. Wir finden (induktiv} eine Folge (A,)

von Teilmengen von N, sodafl

An:)An_1U{1,...,n} '

und
N Z (1,'2‘.,'—35”3>E, n € N.
1€An
Die Menge {1,...,n} wurde oben angehangt damit eine Numerierung der Elemente von

A, A\ A, A3\ A,

eine Permutation 7 ergibt. Fir diese Permutation 7 gilt aber:/

Z G (i) Tn(s) ; ‘ o \

teEN

konvergiert nicht! Also gilt 1) nicht.

v) = vi): Sei A C N endlich. Sei P4 auf E wie folgt definiert:

z, €c A
Palze) =
al l)‘ {O sonst,
vi) ist dquivalent zu
sup |Pall € M < o0

ACN, A endlich

oder mit Satz 4.2 (Banach-Steinhaus) aquivalent zu

sup ||Paz|| < M; < o0, z€ E.
ACN,A endlich

Nehmen wir an, daf die letzte Bedingung nicht erfiillt sei, d.h. es existiert = 3 anzn
A (€ N) endlich, £ € N, sodall
[ Pa,zl > k.

Nehmen wir weiters an, daf} v) erfiillt sel. Dann existiert 4¢(C IN) endlich, sodaf fiir jedes

ke N: | Y icaua, @i —zllg < 1. Das widerspricht jedoch der folgenden Beobachtung

> a2 awd -1 ) awli

1€EAUAE 1E A, i€Ag

>k—| Z a,z;]| — oo.

€Ay .
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vi) = iii): Sel 3° .y an®n konvergent. Sei p < qundsei A = {n; : p < i < ¢q}. Sei
B ={n:n>ny.}. Dann folgt mit vi)

? oo
“ Z a’”izﬂi”ESK” Z a’ﬂim'm‘HE'

1=p+1 1=Np 41

Also ist (3]_, an,zn;) eine Cauchyfolge in E (somit konvergent).

i=1
vi) = i): Konvergiere 3 _n @nz, gegen z. Sei m eine Permutation. Sei ¢ > 0. Waihle

po € N, Ny € N, sodaBl || 3

n>ps Inlall < & und

A= {n(1),...,7(No)} D {L,..., o}

Somit gilt fir N > Ny:

I ane =2l SN Y anzn—zll+1l S anpeell

i<N n<po <N, m()>pa
€

S(K

+ €).

Somit konvergiert 3 ..\ @n(i)Tn(s)-

iii) = ii): Konvergiere 3 .\ anz, gegen z. Sei ¢; aus {—1,1}. Seien m < n € N beliebig,

fest. Wir setzen nun

Ii(m,n):={i €[m,n] e =1}

I_i(m,n):={ie|mn]:e=-1}.

Somit

1> emzlle < > azml+] Y amll
i=n

iefi(m,n) i€l 1(m,n)

(Frage: Wo sind denn die "¢;” geblieben?) Da aber

E a;x; und E a;x;

iel (m,mn) t€f_1(0,00)
o, -

konvergieren, ist klar, daf}
m

)
;>_ €0 %4

i=1
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eine Cauchyfolge ist.

i) => iii): Sei 3, cn @n2n konvergiert. Sei (n;)ien eine Teilfolge in N. Wir definieren
91 je{n;:i€eN} ~1
ej:{/ffjé{n,-:ieN}. +4
Dann gilt die folgende Identitat
oo 1 & o0
;am:ﬂm = §(£ apTy — ; €LaET))
weil die Reihen auf der rechten Seite konvergieren. Somit konvergiert aber auch
Y e Gni T,
iii) = v): Konvergiere ¥ a;z; gegen z. Angenommen v) ware nicht erfillt, dann existiert

€ > 0, sodaB zu jedem Ap(C N) eine Menge A(D Ao) existiert, sodaf

1Y adle =) aw —2llz >«
i€CA i€A
Folglich findet man (induktiv) zu k € N ein endliches Bx(C N), sodafi minB; > k und

ETE

i€ By

.

B m

Wir wahlen nun eine Teilfolge (C,,) der (B;) die iiberdies paarweise disjunkt ist. Sei nun

(n;) eine Abzahlung von ¢y, ¢, . . ., so sieht man, daf} Z;’il an; &n; nicht konvergieren kann.
iv) = ii): klar.
vi) = iv): Aus vi) folgt zunachst: fir [¢,| =1 und N € N

N

1 nenzallz < 21| Y analls

n=1 n.EN
wobei wir annehmen, da } .\ @n®n =  konvergiert. Denn sei I} :={n < N : ¢, =1},
I.:={n< N :e, = -1}, dann gilt:

N

1Y enanzalle <11 D anzalls + 1 Y anzalle

n=l el nel_

< Kllz|g + K| 2.
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Als néchstes zeigen wir, dafl fiir jedes N € N und fiir jede Folge {An)nen in £ gilt:

-

N
” Z Andnnlle < 2K Sug |An”| Z anyl &
ne

n=1

Sei z* € E”, ||z*]

g+ = 1 s0 gewahlt, dafl

N N N
| Z AnGnZn||p = z*(z Ann,) = Z Ananz®(en).
n=1 n=1 n=1

(dies ist mit A III, § 10, Satz v. Hahn Banach mdglich!) Wir definieren nun 9, :=
sign{anz*(z,)). Dann gilt:

N N
” Z )‘nana:n“E < Z "\nl-|anm*(mﬂ-)|
n==l n=1

N
< sup l)\nf-w*(z T9ﬂ‘7"'ﬂ#.(mn))
n=1

ncN

N
Z 19nan$n”E

n=1

1A

sup [An|.||2* | 2
neN

< 2K. sup |A).
< negl Al

anty| E-

n=1

Aus der Konvergenz von ZnEN ant, konnen wir nunmehr folgern, dafl

N N
(Z AnGnZn)NeN und (Z €nGnTn )neN

n=1 n=1

Cauchyfolgen sind. Jedes b, mit |b,| < |an| 1aBt sich klarerweise als b, = An.an, |An] < 1,

schreiben. Somit 1st auch

N
(Z )‘nanwn)NeN

n=1

eine Cauchyfolge.

46




7.2 Beispiele
A r-
1) Wie man sofort bemerkt, ist fiir p € [0, oo| die Einheitsvektorbasis von £ eine unbe-

dingte Schauderbasis.

2) Viel wichtiger und auch viel schwieriger ist die Frage, ob LP([0,1]) eine unbedingte
Schauderbasis besitzt. Wir werden hier zeigen, daf sich diese Frage fiir 1 < p < oo positiv
beantworten 1aft: denn fiir 1 < p < oo ist das Haar-System eine unbedingte Schauderbasis
in L?([0,1]). In L? ist das Haar-System zwar Scha.uoLrba.sis (Satz 6.6) aber keine unbe-
dingte Schauderbasis. Man kann dariiberhinaus namlich zeigen, da8 der Banachraum L!

keine unbedingte Schauderbasis besitzen kann (vgl. Lindenstrauss/Tzafriri I).

Bemerkung: Wir haben (implizit) gezeigt, dafl folgende Bedingungen aquivalent sind:
i) (n)nen 1st unbedingte Schauderbasis in E.

ii) Es existiert K > 0, sodafl zu jedem p€ N, a;1,...,a, € R, €3,...,¢, aus {~1,1} gilt:

L2 p ?
‘k‘““Zeiaiwqu <SIY awills < KD ez z.
i=1 1=1 i=1

Definition 7.3.: Sei (h,)nen das in § 6 definierte Haarsystem. Seien a4,...,a; € R und
sei fx = 3on_, Gnhn. Dann heifit

k

S(fe) = () ahk)3

n=1

die Quadratfunktion von f;. Weiters sei

fi=sup | anhal

m<k

n=1

die assoziierte Maximalfunktion (vgl. § 2.2).

Bemerkung: Wir haben bereits in § 6 gesehen, daB
E(felBm) =) _ anhn.
n=1
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Somit ist (3 -, @nhn)m<s ein Martingal beziiglich (B )m<i und f; stimmt mit der in § 2
betrachteten Maximalfunktion uiberein. Weiters sei bemerkt, dafi E(fx|Bn) — E(fx|B8n-1)

mit aph, lberein,

Die Relevanz der Quadratfunktion ergibt sich aus

Satz 7.4: Sei 1 < p < . Das Haarsystem (hp)nen ist genau dann eine unbedingte
Schauderbasis in L?([0,1]), wenn K € R* existiert, sodaf fiir jedes k € N, und jedes f;
(wie in Definition 7.3) gilt,

lfler < USC < Kilfillzo.

Beweis: Sei (hy)nen In LP eine unbedingte Schauderbasis. Dann existiert X > 0, sodaB
fur jedes t € [0,1]

el <13 ralOanhallls < KPIAell3s

Somit gilt insbesonders:

2l < [ 1 ra(anhallls < K7L

Betrachten wir den mittleren Ausdruck

/1[/1 1> ra(t)anha(s)iPds]dt = (Fubini)
//[Zrn Yoy hin(8)|P dt]ds

Jetzt wenden wir die Khintchine Ungleichung mit den Koeffizienten (a,hn(8)}nen an und

erhalten

8 [ 15 raltanao)dt < (3 a2h2(s)
SBE/'ZW& anhn(8)[Fdt

48




Sei andererseits die Bedingung aus Satz 7.4 erfiillt. Seien fj = Efml Qnhy, €1,...,€; auS
{~1,1} gegeben. Wir bilden gp = 32 _, @nhy.€,, bemerken, daB fiir s € [0,1) : S(ga)(s) =
S(fr)(s) und schatzen ab:

lgilles < KlIS(gu)lies = KIS(fi)llr < K2| fillze

und

loelhzr > % 1S(a0)lr = 2 ISUDer > gzl feller

Mit dem Satz von Doob folgt daraus unmittelbar

Satz 7.5: Sei 1 < p < oo. Das Haarsystem (hn)nen ist genau dann eine unbedingte
Schauderbasis in LP([0,1]), wenn K € R* existiert, sodaB fiir jedes k € N und jedes f;
(wie in Definition 7.3) gilt:

1
w1 fillze <AUSCFllze < KA fellzo.

A{S(f) >t}
A{F" > t})

analysieren. Vorher jedoch zeigen wir folgendes

Lemma 7.6: Seien f > 0, g > 0, auf [0, 1] mefibare Funktionen. Seien § > 1,48 >0,€¢ >0
gegeben, sodaf
BPe < 1

und fi';r jedes t € R*
M{g > Bty N {f < 6t}) < ed({g > t}).

Dann gilt:

6

gll} < ﬁ,,e hile
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Beweis: (von Lemma. 7.6)

"{% >t} = Mg > Bt}
< A({g > Bty n{f < §t}) + M{f 2 8t})
<er({g > t}) + A({f 2 6t})

Somit folgt (mit Lemma 1.6):
1 q 1 1 1
—sz\ge.f "dA+——/ PdA
& (oaeg [

1 1
I3 g5 =) < g 1.

oder

Mit
1, (1-pre
(5;;—6) IZT

folgt die Behauptung.
Der Beweis von Satz 7.5 ist also erbrachj, wenn wir {olgendes Lemma bewiesen haben.

4
Lemma 7.7: Seien 8 > &, § > 0, und f = f wie in Definition 7.3 gegeben. Dann gilt fur
alle t € R™:

1062

(6—'4’—1——52))\({3(” > t})

A{S(f) > Btpn{f < %}) <

und
2.6

B -1 M{F > t}).

A{f > Bt} {S(f) < 8t}) <

Beweis: f; habe die Form z;;] aghy. Sei fur n < k, v, als charakteristische Funktion
folgender Menge definiert:

n—1 m
{w: < Z a’h? < B*t* und s(up [Za,-h,| < &t
i=1 m<n-1 .7

und sup {amhm| < 6t}

m<n
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Wie aus der Definition bereits ersichtlich, ist
v, eine B,,..; meBbare Funktion!

Dies aber impliziert, daf}

m

gm = Z an-hn-vn, m S k

n=1
ebenfalls ein (B, )m<x-Martingal ist, fiir welches (mit g := gx) die folgenden Bedingungen

gelten:
i) $%(g) = Tho; a3hvn.

i) S(f)(w) < t impliziert g*(w) = 0.

iit) {S(f) > Bt} N {(f* < 6)} N {supncy lanhal < 8} C {S(g) > B2 ~ (£ + 622)}
iv) g*(w) < 36t

Wir setzen @it £ := (8% — % — 1)* und nehmen an, daB § > 0 so klein gewahlt ist, daB

£ >0. Aus
llgliz = 115(g)ll2

den Ungleichungen von Doob {Satz 2.4) und Tschebyschef folgt fir ¢ > 0

v) M{S(9) 2 &t}) < llg"lI3 7z

+
Ausfi)4gs iv) folgt aber: 24 + £V

vi) llg*l3 < 98282 M{S(f) > t}).
iii), v) und vi) zusammengefaBt ergeben folgendes Zwischenergebnis:

G S > )

A{S(f) > By {f* < bt} N {sup|anhaf < 6t}) < TE

Sei 1 < n <k, dann gilt

n n—1

anhn = Z a,;hi ol Z a,-h,-.

1=1 1=1
Somit

lanhn| < 2.f* oder suplazhn| <2.f%.
n<k
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Dies setzen wir ein und erhalten als Endergebnis:

A{S(f) > Btyn{f* < %f}) -

< G NS > ).

Somit ist der erste Teil des Lemmas vollstindig bewiesen! Vertauscht man nun die Rollen

von S(f) und f* und erhalt man so einen Beweis fiir den zweiten Teil des Lemmas:

Sei {fur n < k, v, definiert als charakteristische Funktion folgender Menge:

n
{w:(t< fr_, <Btund Y hlal < 87}
i=1
Wiederum stellt man leicht fest, daB v,, eine B,,_; meflbare Funktion ist. Somit ist

m

v, = Z anhn.vn) m<k

n=1

ein (Bm)me<k Martingal. (Sei ¥ := W¥,).
Es gilt fir ¥:

i) SH¥) = %, a2h2v,.

i) f*(w) <t = S(¥)w) =0 K

iii) S2(¥) < 8242,

iv) Mf* > Bty N {S(f) < 8t} c {¥* > (8 -5 1)t}

Aus 1) bis i} folgt
o3 = IS(¥)liz < 26°A({f" > 1}).
Zusammen mit iv) ergibt das
M{FT > Bt} {S(f) < 8t}) < A({¥* > (B -1 - 6)¢t})

1 . 2.6 .
< (6—6—1)2132'”‘1’“2Sfﬂ———6——1)2"\({f > t}). .

Bemerkung: Im Gegensatz zu L?, p > 1 sind die Haarfunktionen in L'([0,1]) keine

unbedingten Schauderbasen. Da fiir jedes £ € N

¢
l[h1 + Z hoar g1 2¥lips = 1

k=1
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und

14
lim {lB1 + Y Aganrigy 22572 11 — o0 -
=00 k=1

folgt mit Satz 7.2, dal (hn)nen in L1([0,1]) keine unbedingte Schauderbasis ist.
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Also lautet der Beschlufl,

dafl der Mensch was lernen mufi!
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