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0 Wiederholung aus Analysis 11
D C R? sei offen, zusammenhiingend und stiickweise glatt berandet mit Randkurve I'. T’ wird

stets so parametrisiert, dafl D links von I' liegt.

0.1 Harmonische Funktionen

Definition 0.1 1. u: D(C R?) — R heifit harmonisch in D &

ou Ou 0*u O*u

(’Tx’(‘?y’@’@—gﬂ € C(D)

und
—U(2)+ =—=U(2) =0 (Laplace Gleichung).

2. u heifft harmonisch in P € R? & eine Unmgebung D von P ezistiert, sodaff u : D — R
harmonisch ist.

BEMERKUNG.
1. Seien u,v harmonisch in D, dann ist fiir alle a, b, € R au 4+ bv harmonisch in D.
2. Sei u: D — R harmonisch. Sei D := {(z +a,y +b) : (z,y) € D}, dann ist
u:D—R (z+a,y+b) — u(z,y)
harmonisch in D.

3. Der Laplaceoperator in Polarkoordinaten lautet:

82u+18uJr 1 82u_0
oz ror 1200
4. Sei (0.0) € D. u: D — R heifit radial, wenn fiir jedes 7 > 0, 7e?? € D, re € D impliziert

u(re) = u(re).

Radiale Funktionen erfiillen offenbar:

5. Radiale harmonische Funktionen erfiillen in D die gewohnliche Differentialgleichung
d*v n ldv 0
dr?2  rdr

Die “allgemeine Losung” dieser gewohnlichen DGL ist von der Gestalt Alogr+ B, wobei
A, B eR.
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6. Konstruktion weiterer harmonischer Funktionen: Sei (a,b) € D.

u(z,y) := log \/(3: —a)?+ (z —b)?

ist harmonisch in R? \ {a, b}; (a, b) heifit Singularitit von wu.

1

(a1 —a)
ist harmonisch in R?\ {(a,b), (a1,b)}.
Betrachte den Grenziibergang a; — a, so gilt

log \/(z —a)2+ (y — b)2 +log\/(x — a1) + (y — b)?

8logr': (x —a)
da ~ (v—a)?+(y—10)?

ist harmonisch in R?\ {(a,b)}.

0.2 Greensche Identitiaten

Satz 0.2 (von Gauss): Sei D C R? offen, stickweise glatt berandet. Sei I die Randkurve von
D, und seien p, q stetig differenzierbar in D. Dann gilt:

[ [ et + ety = [y~ ooy

Anwendung: Sei n : I' — R? die duflere Normale an die Kurve I". Dann gilt fiir die Bogenlingen-
pametrisierung

/ / uAvdzdy + / / VuVudzdy = / u@ds, (Erste Greensche Identitét)
D D ¢ Ou
ov ou : o
(¢Av — vAu)dzdy = U— —v—— ¢ ds. (Zweite Greensche Identitét)
D r ou ou

0.3 Anwendung der Greenschen Identitéiten

1. Sei v in einer Umgebung von D harmonisch. Dann gilt:

ov
“ds —
/Fans 0

Dies folgt aus der 1. Greenschen Identitét, indem man fiir u die konstante Funktion wéhlt.

2. Seir € RT, v’ > r und sei v harmonisch in
{(z,9): (x—a)® + (y—b)* <r?},

Dann gilt:

1 2m
v(a,b) = o / v(a+ rcos@,b+ rsinf)db. (Mittelwerteigenschaft)
0
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BEWEIS. Sei I' die Randkurve von
{(z —a)®+ (y —b)? = p*} wobei 0 < p < 7.

Dann gilt:

0
— = — und ds = pdf.
on  Op e as =

Also .
/ 0 v(a+ pcosh, b+ psinh)do = 0
0 8/)

2
2/ v(a+ pcosf), b+ psinf)dd =0.
9p Jo ,
Ip

Also existiert C' € R, sodaf fiir 0 < p <rgilt I, = C.
Andererseits gilt:
lim I, = v(a, b).

p—0

0.4 Maximumprinzip harmonischer Funktionen

1. Sei v harmonisch in D. Falls (zg,y0) € D existiert, soda v(zo,yo) = ming ep v(z,y)
(oder (v(xo, Yo) = max(y yyep v(z,y)). Dann existiert C' € R, sodaf fiir alle (z,y) € D v(z,y) =
C.

2. Sei v harmonisch in D (offen und beschrinkt). Falls sich v stetig auf D fortsetzen lift,
so nimmt v sein Minimum und Maximum auf I' an.

3. Seien w,v harmonisch in D und stetig fortsetzbar auf I'. Falls

dann gilt:

Harmonische Funktionen sind also durch ihre Randwerte eindeutig bestimmt.

0.5 Greensche Funktion und das Dirichletsche Randwertproblem

Satz 0.3 Sei (£,n) € D, r(z,y) :==/(x — )2 + (y — n)2. Sei w harmonisch in D. Dann gilt:
1. h(z,y) := —logr(z,y) + w(zx,y) ist harmonisch in D\ (§,n).

2. Fir jede Funktion u, die in D harmonisch ist, gilt:

u(,n) = —— / (u(?_n — h@n) ds. (Dritte Greensche Identitét)
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BEWEIS. Aus der 2. Greenschen Identitét folgt

ov ou
/(u%—v%) ds =10

falls u,v in einer Umgebung von D harmonisch sind.
Sei I'. der Rand von {(z,y) € D : (x — &)* + (y — n)* < €2}
I'. ist gegen den Uhrzeigesinn parametrisiert. Dann gilt zunéchst:

oh ou oh ou
ua—n—hands / (u%—han) ds.

ds =edf, logr(x,y)|r. =loge
1

Auf ', gilt weiters:

a% logr(z,y)lr. =
Folglich erhélt man

Oh ou 2 1 Ow ou
/F(u%—han)d —6/0 u(——+§)+5(loge—w)d9

2 2 2
4 T Ow ou T ou

= — df — —w— | df 1 —do.
/0 ! +€/o (uar war) el o Or

Aus der Mittelwerteingenschaft folgt

/Oﬂu( )dO = 2mu(€,n)

und somit gilt schliefllich

Definition 0.4 Greensche Funktion eines Grundbereichs D im Punkt (§,7):
Sei g1(z,y;€,m) harmonisch in D, sodap fiir v(z,y) == \/(x — )2 + (y — n)?

lim —logr(z,y) + gi(z,y;&,m) = 0.
(z,y)—T

Dann heifst
9(a,y;§,m) = —log(r(z,y)) + g1(x,y; 1)
Greensche Funktion des BereichsD im Punkt (§,n).

Satz 0.5 Seiu harmonisch in einer Umgebung von D. Sei (£,m) € D und g(-;&,n) die Green-
sche Funktion des Bereichs D im Punkt (§,7n). Dann gilt

Jg(
577———/ gwy&n)d_

BEMERKUNG. Also man kann mit der Greenschen Funktion aus den Werten in I alle restlichen
Werte von u rekonstruieren.



0 WIEDERHOLUNG AUS ANALYSIS I1 5

Eigenschaften Greenscher Funktionen

1. Fiir alle (z,y) € D gilt g(x,y) > 0.

2. Fir alle (z,y) € D, (§,n) € D gilt g(z,y;¢§,m) = g(&§,n;7,9).

3. Falls die Greensche Funktion existiert, ist sie eindeutig bestimmt.
Die Greensche Funktion des Gebiets Cr
Satz 0.6 Cg := {(x,y) : 2> + y> < R%}. Sei ¢ = pe'? € Cg. z = re?’. Dann gilt

R? — 2prcos(0 — @) + p*r?R~2
r2 — 2prcos(d — @) + p?

o(z,¢) i= 5 log

ist die Greensche Funktion.

BEWEIS. r1(2) = |21 — (| ra2(2) = |z — R?/pe®|. Dann gilt
r? = 1% — 2prcos(f — @) + p?

R! R?r
2 2
ry =— —2——cos(f — ¢) + .

2 p

Folglich gilt mit dieser Notation

9(2,¢) = —logry + log s +1og%

und auBlerdem ist leicht zu sehen, dafl

1. logry(z,y) ist harmonisch in Ckg.
2. log & e y)y

3. N,eplimigjsy [r2(2) — ri(2)| = 0.
Folglich erfiillt g(z, () die definierenden Eigenschaften der Greenschen Funktion.

0.6 Die Poissonsche Formel

Satz 0.7 Sei R > 0 und u in der Umgebung von C'r harmonisch. Dann gilt in Polarkoordinaten
fiir jedes p < R und ¢ € [0, 27]:

R2 _ p2 27 U(R, 0)
A N ulpo) = 5 5
2r  Jy R?—2pRcos(fp) +p

p<R 0€[0,27]

BEWEIS. Parametrisiert man den Rand von C'r mit Polarkoordinaten, so gilt:

o_9
or  on
dg Jg p*rR™2 — pcos(6 — ) r — pcos(f — @)

on  Or  R>—2prcos(f — )+ p?r2R-2  r2—2prcos(f — )+ p?’
Somit erhalten wir:

dg 1 p* — R?

or Ir=r = RR?>—2pRcos(0 — @) + p*
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Notation: Sei p < R und ¢, 6 € [0, 27]. Dann heifit

RQ_pQ

P . ::
(b, 5 R, 0) R% —2pRcos(0 — @) + p?

Poissonscher Kern des Kreises Cr im Punkt (p, ¢).

Satz 0.8 Sei p < R und ¢,0 € [0,27x], dann gilt folgende Reihendarstellung:

P(p,p; R,0) =1+2 Z (%)V (cos(v0) cos(vy) + sin(vh) sin(vy)).

BEWEIS. Der Beweis erfolgt in mehreren kleinen Schritten.

1. Durch einfaches Ausrechnen sieht man, dafl

n—1
(1 +2 Zv” cos 1/1#) (1 —2rcosy) +1%) =1—7r? —2r"[cosni) — rcos(n — 1)
v=1

2.
n—1
2r™*lcosnyp — rcos(n — 1)y
2 2\ v
(1 —=7r%)/(1 —2rcosyp +r )—1+2VE:17“ cos v + T —

3. Der letzte Term 148t sich mit 2r"(1 4 r)/(1 — r)~2 abschétzen.

4. Fiir jedes r < 1 gilt
1—r?
1—2rcosy + r?

=1 +22r"cosrw.
n=1
Die rechte Seite konvergiert gleichméBig in ¢ € [0, 2] und absolut.
5. Ersetzt man r durch £ mit p < R, so gilt

R2 _ p2
R? —2pRcos(0 — ¢)

s =142 ; (%) {cosvl cosvy + sinvTsinvp}

wobei die rechte Seite fiir p < R gleichméfig in # und ¢ und absolut konvergiert.

Satz 0.9 (Die Poissonsche Formel (Teil II))

Sei u in einer Umgebung von Cr harmonisch, dann gilt fir alle p < R und ¢ € [0,27] die
folgende Reihenentwicklung:

a > '
u(p, p) = 50 + Z p”(a, cosvy + by, sinvep)
v=1

wobei

1 27 1 2
a, == / u(R,0)cos(v(0))dd; b, = / u(R,0)sinvhdo.
7TRV 0 7TRV 0
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BEWEIS. Man verkniipft die erste Poissonsche Formel mit der obigen Reihenentwicklung von
P(p, v; R,0) und vertausche Integration und Summation.

Das Dirichletsche Randwertproblem

Sei D C R? glatt berandet.
Gegeben ¢ : I' — R.
Gesucht u : D — R harmonisch, sodaf}

lim u(2) = q(0).

z—(
Im Falle des Einheitsreises kann man das Dirichletsche Problem mit Hilfe des Poissonkernes
vollstandig 16sen.
Im Verlauf dieser VL. werden wir dann das DP fiir jedes beliebige einfachzusammenhéngende
Gebiet auf den Einheitskreis konstruktiv zuriickfithren kénnen. Dieser Umstand illustriert die
Bedeutung des folgenden Satzes.

Satz 0.10 Sei u(0) stickweise stetig auf [0, 2x[. Dann gilt
1. Die Gleichung

R? — P2 2m u(@)
_ de.
ulp,p) =~ /0 R = 2rpeos(0— ) + 7

p < R,p €|0,2n[ definiert eine harmonische Funktion in Cg.
2. Falls U in 0 stetig ist, gilt
lim  u(p,p) =U(0).
Ty (p,p) =U(0)

3. u(p, ) hat die Reihendarstellung

% + Z p”(a, cosvp + b, sinvy)

v=1
mit
1 2m
ap = WR”/O U(0) cos(v0)do
1 s
b, = WR”/O U(0) sin v8d6.

0.7 Neumannsches Randwertproblem — Die Neumansche Funktion

Im folgenden sei D C R? glatt berandet. Somit kann man in jedem Randpunkt die Normalena-
bleitung bilden.

Satz 0.11 Sei u harmonisch in D. Falls %Uh‘ =0 so gilt:

\/ /\ u(z) = c.

ceR zeD
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BEWEIS. Die 1. Greensche Identitéat lautet:
ou

// uAudxdy+// Uyl + uyuydrdy = /u—ds
D D r on

Da Au = 0, gilt weiters
0
/ |Vu|*drdy = /u—uds.
D r on

Laut Voraussetzung verschwindet die Normalenableitung am Rand. Somit gilt:

// |Vul*dzdy = 0 = /\ [Vul? =0

zeD

somit ist u konstant.

BEMERKUNG. Seien u, v harmonisch in D und gilt

A2k = 22e)

zel

\/ /\ u(z) =v(z) +c.

CeR zeD

so besagt der obige Satz

Also ist eine harmonische Funktion bis auf eine Konstante durch die Normalenableitung am
Rande eindeutig bestimmt.

Definition 0.12 Neumannsche Funktion Sei r(z,y) = |(x,y) — ({,n)|. Die Funktion Ny :
(x,y) — Ni(z,y;&,1n) sei harmonisch in D.

N('rayvgun) = —lOgT’<SU7y) + N1<x7y7£777)
heifft Neumannsche Funktion des Bereiches D in (§,n), falls
1. ein ¢ € R ezistiert, sodaf N\, . 3 (z€,n) =c.

2. [ N(z&n)ds =0.

BEMERKUNG. Die Konstante ¢ in der obigen Definition unterliegt weiteren Einschrankungen:

c/rds—/F 8n(,()d:s— L&nlogr(x’y)d8+A78n ds = 0.

Wiéhlt man in der 3. Greenschen Identitdt w = 0 und u = 1, so folgt

/—logr )ds = +2m.

/8N1<7¢)d8 — O
r Oon

Da weiters

folgt
Co / ds = =27 = ¢y = — Lange (I')"'27.
r
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Satz 0.13 Sei u in D harmonisch mit

/Fu(z)ds =0.

,n) die Neumannsche Funktion von D im Punkt

RIS
¢. Dann gilt
B
u6) = 5= [ N0 B

BEWwEIS. Die Neumannsche Funktion N(z,() ist von der Form —logr(z) + Nyi(z,(). Die 3.
Greensche Identitdt besagt nun

Sei N(z
(& m) =

w0 =5 [{ue 500 - e o b as
Da
/Fu( )aNa(:C)ds - —2% | ul(z)ds =0,
folgt
u(¢) = +% | NG, g)agf) ds.

BEMERKUNG. Wie die Greensche Funktion ist auch die Neumannsche Funktion symmetrisch,

daf3 heif3t:
A\ N(z¢) =N 2)

z,0eD

0.8 Die Neumannfunktion der Kreisscheiben Cy

Satz 0.14 Sei R > 0, p < R, ( = pe”, z = re?. Dann ist die Neumannfunktion der Kreis-
scheiben C'r im Punkt ( gegeben durch

N(z,¢) = —log(r® —2prcos(f —9) + p*)
4 2
—log <R— — 2ﬂ cos(6 — ) +r ) +2logR/p
p? p

BEWEIS. 71(2) := |2 — (|; m2(2) := |z — R?*/pe|
R?/p" ist die Spiegelung von pe® am Kreisrand OCg. Dann gilt

N(z,() = —logri(z) —logra(z) + 210g§.

Dariiberhinaus gelten folgende Aussagen:

1. —logra(z) ist harmonisch in Cg
2. %]X(Z Olr=r = —%

3. fr ()ds =0

Die Funktlon N(z, Q) erfiillt also die definitorischen Eigenschaften der Neumannschen Funktion.
Da diese eindeutig bestimmt ist, mufl sie mit der obigen Funktion iibereinstimmen.
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Das Neumannsche Problem

Sei D € R? glatt berandet.
Gegeben p : T' — R, sodaB [, p(z)ds = 0.

Gesucht u : D — R harmonisch, sodaf}

A 24 = o).

zel

Im n&chsten Schritt wird das Neumannsche Problem auf ein &quivalentes Dirichlet Problem
zuriickgefithrt. Das entscheidende Hilfsmittel dazu ist die sogenannte “konjungiert harmoni-
sche” Funktion.

0.9 Konjungiert harmonische Funktion

Definition 0.15 Sei D C R? einfach zusammenhdngend.
Sei uw: D — R harmonisch. v: D — R heifst die zu u konjungiert harmonische Funktion falls
in D die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten:

ou ov

() = (2
oo
8_3/(2) = _B_x(z)

BEMERKUNG.
1. v: D — R ist (automatisch) harmonisch.
2. v ist bis auf eine Konstante bestimmt.

3. Die konjungiert harmonische Funktion v 148t sich durch Kurvenintegrale bestimmen. Man

setzt: 5 ) , ;
v v U U
v 7 x—i-ayy 8y x+ax3;
oder ; ,
U u
U(l‘,y) _U(%,yo) = C—a—ydl‘+ %dy’

wobei C' eine Kurve in D ist, die (z, y) als Endpunkt und (¢, 3) als Anfangspunkt besitzt.
In Analysis II wurde gezeigt, dafl v unabhéngig von der Wahl der Kurve festgelegt ist,
falls

o (owy_ 0 (o

dy dy) ox\ox)’
was in unserem Falle gilt, weil v harmonisch ist.

4. Falls v konjungiert harmonisch zu u, ist so —u die konjungiert harmonisch zu v.
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0.10 Die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen im ortho-
gonalen Koordinatensystem
Sei I' eine Randkurve von D. Sei n die d&uflere Normale an I und s die normalisierte Tangenti-

alrichtung an I'. v und v geniigen den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.
Dann gilt

ou  Ou ou
5 = B cos(z,n) + a cos(y,n),
ov  Ov Jv
5 = B cos(x,s) + 9 cos(y, s).

wobei (z,n), (y,n) die Winkel zwischen n und der x Achse bzw. n und der y Achse bezeichnen.
Weiters gilt: (z,n) = (y,s) und (z,s) + (y,n) = 7.

Folglich
v v (y,5) + v (5, 5)
— = ——cos(y, s) + =— cos(z, s
Os Ox v oy ’
oder
v U (y.n) + on (2, n)
— = —cos(y,n) + — cos(x,n).
ds Oy v Ox ’
Die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen im lokalen Koordinatensystem (n, s) lauten
daher:
ou  Ov
on  Os
und
Ju  0Ov
ds  On’

Satz 0.16 Seien (z,y), (zo,y0) € D und C' eine Kurve mit Endpunkt (x,y) und Anfangspunkt
(x0,%0). Dann gilt:

5 Ou
v(x,y) — v(2o, Yo) = / %d&

BEwEIs. Es gilt zunéchst fiir Kurvenintegrale:

5 Ov
v(To, Yo) — v(Z0, Yo) = / %ds.

Setzt man nun die Cauchy-Riemannsche Differentialgleichung

81}_8u

ds  an
ein, so folgt Behauptung.
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0.11 Reihendarstellung der konjungiert harmonischen Funktionen
in CR
Die C-R Differentialgleichungen in Polarkoordinaten lauten:

ou Ov ou ov

Pop — 00 o0 "op
Somit gilt:
Harmonische Funktionen ‘ Konjungiert harmonische
r"™ cosnd r’ sin nf
r™ sin nf —r"™ cos nf

Sei u(r,#) harmonisch in Cg und habe die Reihendarstellung

u(r,0) = % + Z'r’”(au cos v + b, sin vf),
r=1

dann ist die zu v konjungiert harmonische Funktion gegeben durch die Reihendarstellung

v(r,0) = Z r”(a, sin v — b, cos v0).

v=1

0.12 Lo6sung des Neumannproblems mittels konjungiert harmoni-
schen Funktionen

Sei p : I' = R, [pds = 0 gegeben. Man definiert zunéchst die Randwertfunktion ¢(s) :=
f:; p(s')ds’.

Lost man nun das Dirichletsche Randwertproblem fiir die stetige Randwertfunktion —¢q : I' —
R, so erhélt man u : D — R, harmonisch, sodafl

Folglich

du

95 —p(s).
Bestimmt man nun z.B. durch Kurvenintegrale die zu u harmonisch konjungierte Funktion v,
so folgt aus den C-R Differentialgleichungen

ov ou

o os +p(s).

Also 16st v das Neumannproblem.
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1 Komplexe Zahlen

Betrachte die folgende Hierarchie von algebraischen Gleichungen:

r+3 =7

r+7 = 3
6xr = 2
2 = 2
2 = -1

Wiihrend die erste Gleichung innerhalb des einfachen Zahlensystems IN (der natiirlichen Zahlen)
16sbar ist, ist die zweite nur im Rahmen des erweiterten Systems Z (der ganzen Zahlen) losbar.
Um die weiteren Gleichungen behandeln zu kénnen, mufl man das Zahlensystem auf Q (die
rationalen Zahlen) bzw. R (die reellen Zahlen) bzw. C (die komplexen Zahlen) erweitern. Streng
mathematisch wird das wie folgt gemacht:

Das Zahlensystem N = {1,2,3,...} wird durch folgende sogenannte Peano’schen Axiome
charakterisiert:

a) es existiert ein Element 1 € N;

b) jede Zahl n hat einen Nachfolger n';

c) jede Zahl (mit Ausnahme von 1) ist der Nachfolger von einer Zahl;
d) zwei Zahlen mit dem gleichen Nachfolger stimmen {iberein;
)

e) falls eine Teilmenge A von N die Zahl 1 enthélt, sowie den Nachfolger n’ von jedem n aus
A, dann gilt: A = N.

Mit Hilfe dieser Axiome kann man N mit einer algebraischen Struktur (Multiplikation und
Addition) versehen.
Addition: Fiir m € N definiert man

m+1 = m
m+n" = (m+n) (n€N).

Es folgt aus e), daBl m + n fiir jedes Paar m,n € N definiert ist. (Betrachte die Menge aller n
fiir die m + n definiert ist). Man zeigt, daf§ die bekannten Eigenschaften gelten, etwa

m+n = n+m

m+(n+p) = (m+n)+p usw.
Multiplikation: Fiir m € N definiert man
m-1 = m
m-n' = mn+m (neN).
Das Produkt ist wiederum wohl definiert. Aulerdem gilt:
m-n = n-m

) = (mn)p
m(n+p) = mn+mp usw.
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Das Zahlensystem Z: Auf der Menge N x N betrachtet man die Aquivalenzrelation ~ wobei
(myn) ~(m',nyem+n"=m+n

Z ist die Quotientenmenge N x N|.. Auf Z definiert man

Addition: [(m,n)] + [(m/,n)] = [(m +m/,n+n')]

Multiplikation: [(m,n)] [(m/,n')] = [(mm/ + nn/, mn’ + m'n)]

Der Nachweis, daf§ diese Operationen wohldefiniert sind und (Z,+,.) einen Ring bildet, ist
langwierig aber nicht schwierig.

Die Konstruktion von Q: Auf Z x (Z\ {0}) definiert man die Aquivalenzrelation:
(m,n) ~ (m',n') & mn' =m'n
Algebraische Struktur:

[(m,n)] + [(m',n)] = [(mn'+m/n,nn)]

[(m,n)} . [(m',n')] = [(mm',nn')]

(Q, +,.) ist ein Korper.
Die reellen Zahlen R lassen sich aus Q auf verschiedene Arten konstruieren:

a) mit Hilfe der sogenannten Dedekind-Schnitte, die die Ordnungs-Struktur von Q benutzen.

b) als die Vervollstindigung von Q bzgl. der Metrik
d(x,y) = |z —yl.

Wir zeigen jetzt, wie man in diesem Geist das Zahlensystem C aus R konstruiert. Urspriinglich
fithrte man das Symbol ¢ fiir eine Zahl, deren Quadrat —1 war, ein. Man rechnete dann formal
mit Zahlen der Gestalt = + 7y, als ob die bekannten Rechenregeln weiterhin giiltig wéren, etwa

(6+3i)(2—1) =12+ 6i — 6i — 3i> = 12+ 3 = 15.

Allgemein gilt: Falls z; = x1 + iy, 20 = x9 + 1ys,

21+ 20 = (21 +x2) + (Y1 + y2)
212 = (2122 — Y1y2) + U(Z1Y2 + Tay1).

Daher die formale Definition: C ist die Menge R? aller geordneten Paare von reellen Zahlen,
versehen mit der Operationen

(z,y) + (z1,51) = (@+z1,y+w01)
(z,y)(r1,01) = (221 — yy1, 21 + 119).

NoTATION. Komplexe Zahlen werden mit Buchstaben wie z, w, w, ( usw. bezeichnet. Wir schrei-
ben i fiir die Zahl (0, 1). AuBerdem identifizieren wir die komplexe Zahl (x,0) mit der reellen
Zahl z. Die Zahl (z,y) it sich dann als x + iy schreiben, wobei z,y € R. Es gilt i = —1, da
(0,1).(0,1) = (—1,0). Die Darstellung = + iy ist eindeutig und x (bzw. y) heift der Realteil
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von z (bzw. der Imaginérteil) von z — geschrieben R(2) bzw. ¥(2). Falls z = z + iy, dann
ist Z = x — iy die komplex-konjugierte Zahl zu z (d.h. die Spiegelung an der z-Achse). Es
gilt dann:

z2+z = z2+ 21
zZzg = Z.21
1
1
S(z) = Z(z —Z)
2z = |z

wobei |z| = (22 + y?)¥/2, der Absolutbetrag oder Modulus von z ist (d.h. die Linge des
entsprechenden 2-Vektors). Auflerdem gilt, wie man leicht nachrechnet:

|z.21] = |2]|z1]-
(C,+,.) ist dann ein Korper. Die Inverse des Elements z # 0 ist
1 z

z :W

Wir konnen daher viele der Begriffe und Eigenschaften des reellen Korpers R auf C iibertragen
(ausgenommen sind diejenigen, die die Ordnungsstruktur von R verwenden), z.B. komplexe
Polynome, komplexe lineare Gleichungssysteme, komplexe Matrizen (und Determinanten), usw.

Die Polardarstellung: Jedes z(# 0) aus C hat eine eindeutige Darstellung der Gestalt
p(cos O+ sinf)

wobei p > 0 und 6 € [0, 27]. Dabei ist p = |z| und 6 ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl in
0, 27], sodaBl cosf = £, sinf = £. 6 heifit das Argument von 2.

In der Polardarstellung wird die Wirkung von Multiplikation besonders transparent. Es gilt
namlich

p1(cos by + isin 01)pa(cos Oy + isinby) = p1po(cos(fy + O2) + isin(fy + 60s))

wie man leicht mit Hilfe der Additionsformeln fiir cos und sin ausrechnen kann. Daraus sieht
man, daf Multiplikation mit z eine Drehstreckung im Raum bewirkt (vgl. Bild 1).
Daraus folgt leicht die Beziehung

2" = p"(cosnf + isinnf),

wobei z = p(cosf + isinf) und n € N. Fiir den Fall z = cosf + isinf bekommt man die
sogenannte Formel von de Moivre

(cosf +isinf)" = cosnb +isinnh. (n € N).

Bilden wir davon die komplexkonjugierte, so bekommen wir das gleiche Ergebnis fiir negative
n.
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Die n-te Wurzel von 1. Insbesonders sind die Zahlen

2k 2k
2 = (Cosi+isini) (k=0,...,n—1)
n n

die sogenannten n-ten Wurzeln von 1, d.h. die Losungen der Gleichung 2" = 1. Wir nennen
w = cos 2Z + isin 2% die primitive n-te Wurzel (es gilt dann: z, = w*).

Polynome: Wir haben den Korper C eingefiihrt, um das Spektrum von lésbaren Polynomial-
gleichungen zu erweitern. Es stellt sich heraus, dafi man damit alle solchen Gleichungen l6sen
kann. Es gilt ndmlich der beriihmte Fundamentalsatz der Algebra: Sei

p(z)=ag+... +ap_12"t+ 2"
ein komplexes Polynom (mit n > 1). Dann existieren komplexe Zahlen zy, ..., z,, soda8
p(z)=(2—21)... (z2—2zn)

(Beweis spéter.)
Daraus folgt, dafl man jede rationale Funktion g (wobei p und ¢ Polynome mit grad p < grad q)
als Linearkombination (iiber den Skalaren C) von Funktionen der Form

_ay (a € C,r € N)

darstellen kann (Bruchzerlegung).

Der Divisionsalgorithmus fiir Polynome: Seien p, ¢ Polynome (wobei ¢ # 0). Dann exi-
stieren Polynome b und r, sodafl
p=qb+r

wobei grad r < grad ¢. Dabei sind b und r eindeutig bestimmt.

Die erweiterte komplexe Ebene und die Riemannsche Zahlenkugel: Es ist oft zweckméfig,

die sogenannte erweiterte komplexe Ebene C = C U {oco} zu betrachten. Ein geeignetes Modell
dafiir ist die Riemannsche Zahlenkugel. Bekanntlich bestimmt eine stereographische Projekti-
on (siehe Bild 2) eine Bijektion zwischen C und der punktierten Sphiire S? \ {N}, wobei N
den “Nordpol” (0,0,1) bezeichnet. Wir erweitern dies zu einer Bijektion zwischen C und S2.
Einfache analytische Geometrie zeigt, dafi die Bijektion wie folgt bestimmt wird:

z=(x+iy) —» P =(&,8,8)

wobei z = &+ ypd

1-¢3
2+ Z
SR PR e
2 —7Z
ST T )
212 -1
& — 2

|22+ 1



1 KOMPLEXE ZAHLEN 17

Moébius Transformationen: Eine wichtige Rolle in der Funktionentheorie spielen die M&bius-
Transformationen. Das sind Transformationen der Gestalt

az+b
cz+d

T[abc]d VA

wobei a, b, ¢, d komplexe Zahlen sind, mit ad — bc #0.
Es ist sinnvoll, diese als Abbildungen auf C (oder der Zahlenkugel) zu betrachten (wobei —% —
oo und oo — ¢, falls ¢ # 0, sonst co — o0). T' wird durch die Matrix A bestimmt, wobei

A = [abcd

Wir schreiben daher T fiir obige Abbildung. Zwei Matrizen A und B induzieren dieselbe
Transformation, falls A ein komplexes Vielfaches von B ist, d.h. A =1[B (I € C\ {0}).
Wichtige Sonderfélle sind:

2+ 1/z (Inversion im Einheitskreis + Spiegelung an der X-Achse), Tio11

2+ z + a (Verschiebung), Tt

2+ az (Ja] = 1) (Drehung), Tisoqx

2+ az (a > 0) (Streckung), Tjao0n

Zusammensetzung: Es folgt leicht, daf die Zusammensetzung T40Tg von der Matrix C' = AB
erzeugt wird, d.h.
TA o} TB = TAB-

Insbesonders: Die Inverse von Tj,q wird von der Matrix

1 _ 1
ad — be

[d—b— ch.
induziert (oder einfach von der Matrix
[d—b—cl).

Satz 1.1 Jede Mobius-Transformation ldfst sich als Produkt von Transformationen der Gestalt

z — z+b
1
-~
z
z = az

schreiben, wobei a,b € C.
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BEWEIS. Sei
T = T[abc}d

b
Fall 1: ¢ = 0. Dann gilt d # 0 und daher Tx(z) = %z + 7 d.h. T ist die Zusammensetzung

a b
von z EZ und z — z + 7 mit anderen Worten:

i} e - [zt

und diese Matrix induziert dieselbe Transformation wie [abOdl

Fall 2: ¢ # 0. Dann gilt

a bc—ad 1
Ty(z) =—
a(z) c+ 2 z+%
d.h. T ist die Zusammensetzung von
d
zZ = z+ -
c
1
z = -
z
bc — ad
z 2
a
Z = 24—
c

Mobiustransformationen respektieren Doppelverhéltnisse: Falls zq, 29, 23, 24 verschiedene kom-
plexe Zahlen sind, dann ist
23 —Z21 . 24— 21

(2;17'22;’23724) - -~
23 — 22 24 — 22

das Doppelverhéltnis von zy, 29, 23, 24. Fiir jede M6bius-Transformation 7' und alle 21, 2o, 23, 24 €
C (verschieden) gilt:
(TZl, T227 TZ37 TZ4) — (217 223 %3, 24)

BEWEIS. Beweisskizze: Es geniigt, dies fiir die Spezialfille Tjipq1, Tjaoon Tjo11p zu beweisen.
n

(21, 22; 23, 24) ist das Bild von z; bzgl. der Mobius-Transformation, die z in 0, z3 in 1 und z4 in
oo abbildet. Wir bemerken weiter, dafl das Bild eines Kreises oder einer Geraden unter einer
Mobius-Transformation wieder ein Kreis oder eine Gerade ist. (Wiederum geniigt es, dies fiir die
drei Spezialfille oben nachzuweisen). Aus diesen Tatsachen folgt leicht: die Punkte z1, 29, 23, 24
liegen auf einem Kreis oder auf einer Geraden genau dann, wenn (21, zo; 23, 24) reell ist.
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2 Die Topologie von C und Funktionen auf C

Die Abbildung
(Zl,Zz) — ‘Zl — 22|

ist eine Metrik auf C (die gewohnliche euklidische Metrik der Ebene). Damit kann man in C
von

Konvergenz von Folgen;

Stetigkeit von Funktionen (etwa von C in C);

Kompaktheit von Teilmengen;

Lipschitz-Stetigkeit von Funktionen;

Cauchy-Folgen; Vollstindigkeit
usw. reden. Auflerdem hat auch die Zahlenkugel eine natiirliche metrische Struktur, etwa die
des geodiitischen Abstands oder die von R? induzierte Metrik. Diese beiden Metriken sind fiir

C bzw. S?\ {N} (topologisch) fquivalent.
Es ist klar, dal eine Folge z, in C genau dann gegen z konvergiert, wenn gilt:

orR z, — oxR z, 0z z, = oxIm z.

Sei f: z — f(z) eine Funktion von einer Teilmenge A (von C) nach C. Dann existieren reelle
Funktionen v und v von A (als Teilmengen von R?) in R, sodaf

fl@+iy) = u(z,y) +iv(z,y).
Es gilt: f ist genau dann stetig, wenn u und v stetig sind.

BEISPIELE.

f(z) = 2% u(z,y) =2 —y* v(z,y) = 2uzy,
f(z2) = 2° u(z,y) =2° —3ay®, v(z,y) =32y — v’

Die folgenden Tatsachen iiber C folgen aus allgemeinen Ergebnissen der Topologie:

a) eine offene Teilmenge U von C ist genau dann zusammenhéngend, wenn sie wegzusam-
menh#ngend ist, d.h. fiir zy, 2; € U existiert eine stetige Abbildung ¢ von einem kompak-

ten Intervall [a,b] C R nach U, sodafl c¢(a) = 2o, c¢(b) = 2 (Bild 3).
Wir verwenden den Namen Gebiet fiir eine offene, zusammenhéngende Teilmenge in C.
Jede offene Teilmenge von C ist eine disjunkte abzédhlbare Vereinigung von Gebieten.

b) Eine Teilmenge K von C ist genau dann kompakt, wenn sie folgenkompakt ist bzw. wenn

sie abgeschlossen und beschrankt ist.

In C ist die Situation noch einfacher: Da C selber kompakt ist, ist eine Teilmenge von C
genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen ist.
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c¢) Eine stetige Funktion f: K — C, wobei K C C kompakt ist, ist gleichméBig stetig.

Wir werden diesen Satz hauptsichlich fiir Kurven verwenden. Sei etwa ¢ : [a,b] — U C C
eine stetige Kurve, {U,} eine offene Uberdeckung von U. Dann existiert eine Partition

to=a<t;<---<t,=b
von [a,b], sodaB das Bild jedes Teilintervalls [t;,¢;;,] innerhalb einer Menge der Uber-

deckung liegt.

BEWEIS. {C*I(Ua) o€ A} ist eine offene Uberdeckung von I. Wihle eine Lebesgue-Zahl 7
fiir diese Uberdeckung bzw. eine Partition, soda$ die Linge jedes Teilintervalls hochstens 7 ist.
(Fiir den Begriff einer Lebesgue-Zahl siehe die Vorlesung “Elementare Topologie”.)

Ebenso wie in der reellen Analysis zeigt man:

Sei (fn)nen eine Folge von stetigen Funktionen von A (C C) nach C, die fast gleichméBig gegen
f konvergieren. Dann ist auch f stetig. (Fast gleichméfiige Konvergenz bedeutet gleichméBige
Konvergenz auf kompakten Teilmengen von A).

Potenzreihen: Das sind Reihen der Gestalt
>
n=0

wobei (a,) eine komplexe Folge ist.

Satz 2.1 von Cauchy-Hadamard: Sei R = 1/(limsup,,_, . |a.|"/").

Falls R = oo, dann konvergiert Y a,z"™ fiir jedes z in C. Auflerdem ist die Konver-
genz fast gleichmdafig und die Grenzfunktion

f:z—)Zanz"

stetig.
Falls R =0, dann konvergiert die Rethe nur fir z = 0.

Falls 0 < R < oo, dann konvergiert die Reihe fast gleichmdflig fir |z| < R und
divergiert fir |z| > R (keine allgemeine Aussage fir |z| = R). Die Funktion

oo
fiz— Zanz"
n=0

ist dann stetig auf Up = {z € C: |z] < R}.
Auferdem ist die Konvergenz fir |z| < R absolut (d.h. Y’ |a,||z|" < o0).

BEWEIS. Anwendung des Wurzelkriteriums.
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Das Cauchy’sche Produkt: Falls > a, bzw. ) b, absolut-konvergente Reihen sind, dann

auch > ¢, und es gilt:
S () (£0)
Cp = i Ap— g .
k=0

Der Weierstrafl’sche M-Test: Falls (M,,) eine Folge von positiven Zahlen mit > M, < oo
bzw. (f,) eine Folge von Funktionen von A(C C) nach C, sodafl

A N )] < M,

n  z€eA

wobel

dann konvergiert > f,, gleichmdfiig und absolut gegen eine Funktion von A nach C. Somit ist
f stetig, falls jedes f,, stetig ist.

Mit Hilfe der Potenzreihen kann man viele der klassischen Spezialfunktionen als Funktionen
auf C (oder Teilmengen davon) definieren:

BEISPIEL.
expz = ;2—7 (z€ C)
sinz = z—;—?;Jr;—?—...(ZEC)
cosz = 1—;—2!+Z—T—...(26C)
In(l1+2) = z—%2+%3—...(|z|<1).

Die Tatsache, dafl die Konvergenz absolut ist, erlaubt es, Standardmanipulationen mit Reihen
auszufiihren. Als Beispiel kann man leicht die Multiplikativitidtseigenschaft e*'e® = e***#2 der
Funktion exp ableiten.

Die Logarithmusfunktion: Falls w # 0, dann existieren unendlich viele z, sodal w = exp z,
(ndmlich die Zahlen

z=Inp+id+2min (neZ)
wobei p = |w|, ¥ = arg w). Dies folgt aus der Tatsache, dafl
v

e =cost +isind (¥ €R).

Denn
W _ oo, (@) ()
e’ = 1+w+ 5 + a0 +...
VAR VE , 9 PP
= (1—§+E...>+Z<ﬁ—§+a—...)
= cos¥ +isin?.
Daher gilt: A _
e = e"Pe? ¥ = p(cos ) + isind) = w.
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Definition 2.2 Zweig der Logarithmusfunktion ist eine stetige Funktion [ auf einem Ge-
biet U, sodaf
z=exp f(z) (z€U).

Die obige Uberlequng zeigt, daf sich eine solche Funktion auf Mengen mit einer stetigen Win-
kelmessung definieren lafst. Das sind Mengen U C C\ {0}, auf denen eine stetige Funktion
¥ :U — R existiert, sodafs B

= = W) zel).
Die Funktion f(z) = In|z| 4+ i9(2) ist daann ein geeigneter Zweig der Logarithmusfunktion.
Beispiele von solchen Gebieten sind

U+ = C \ R_
U. = C\R,
Kurven in der Ebene: Wir verwenden die komplexe Schreibweise, um Kurven in R? zu

beschreiben. Eine glatte Kurve in C ist daher eine glatte Funktion ¢ — ¢(¢) von I (einem
Intervall in R) nach C. Z. B. ist c(t) = 2z + re™ (¢ € [0,27]) der Kreis mit Mittelpunkt z

und Radius r. (Glatt bedeutet, dafl die Ableitung ¢/(t) = limy_g w existiert und stetig
ist). Eine Kurve ¢ : I — C heiit stiickweise glatt, falls ¢ stetig ist und bis auf endlich viele
Punkte glatt ist.

BEISPIEL. Sei A, B,C' ein Dreieck mit Eckpunkten A, B,C' (wobei diese die komplexen Ko-
ordinaten zy, 21, 29 besitzen). Dann ist der Rand von ABC' die stiickweise glatte Kurve mit
Parametrisierung

ct)=(1—t)z0+tz1 (t€[0,1])(2—t)z1+ (t— 1)z (t€[1,2])(B—t)za+ (t —2)z1 (¢ € [2,3]).
(Bild 4).

Die Lénge einer stiickweise glatten Kurve c ist definiert als

L(c) = /l I (t)]d.

BEISPIEL. Man rechnet leicht, dafl die Lénge der obigen zwei Kurven 271 bzw. |21 — 20| + |22 —
21| + |20 — 22| sind.

Sei jetzt ¢ eine glatte (oder stiickweise glatte) Kurve im Gebiet U C C. Falls f : U — C stetig
ist, dann definieren wir das Kurvenintegral von f entlang ¢ wie folgt:

/c f(2)dz = /I Fe()d (t)at.
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BEISPIELE.
1. Fiir jedes r > 0 gilt
/ 2Fdz = 27i(k = —1)0sonst
wobei ¢, (t) = re (¢ € [0,27]).

2. Das Integral entlang dem Segment von t; nach ¢, ist:

(222 — 21>A f(Zl + t(ZQ — Zl))dt

Insbesonders entlang einer zur z-Achse parallelen Strecke

/ml f(x +dyy)dz

bzw. einer zur y-Achse parallelen Strecke:
Y2
z/ f(x1 +iy)dy
Y1

Wie in der reellen Analysis weist man nach, dal das Kurvenintegral nur von der orientierten
Kurve und nicht von der Wahl der Parametrisierung abhéngt.
Einfache Eigenschaften des Kurvenintegrals:

/c(f+g /f dz—|—/ ) ds
B = /f<2>d2+/2f<z>dz

Hier sind ¢; : [a,b] — U bzw. ¢y : [b,d] — U Kurven mit ¢;(b) = co(b). ¢; U ¢y ist die Kurve
t=c1(t)(t € [a,b])ea(t)(t € [b,d])
(Bild 5).

Es gilt die Abschitzung

RECE

wobei L(c) = [, |c/(t)] dt die Linge der Kurve c ist.
Die folgenden Versionen der Satze von Fuler gelten: Sei g : U x V' — C stetig, ¢ eine glatte
Kurve in V. Dann ist die Funktion

fizm /g(z,w)dw

stetig. AuBlerdem gilt: Falls 2g(z,w) fiir jedes (z,u) € U x V existiert und die Funktion

(supl £(2)] ) £ (e).

z€Ece

(z,w) — %g(z’ w)

auch stetig ist, dann ist f differenzierbar und es gilt:

0
= /c&g(z, w)dw
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3 Analytische Funktionen — die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit den elementaren FEigenschaften von komplex-
differenzierbaren Funktionen. Die Definition entspricht der bekannten Beschreibung der Ab-
leitung als Grenzwert von Differenzenquotienten.

Definition 3.1 Eine Funktion f : U — C (wobei U offen in C ist) heiffit analytisch (oder
komplex analytisch, oder holomorph oder komplex differenzierbar) an der Stelle zy € U,
falls ein a € C existiert, sodaf

f(z) = f(20)

lim —————* =a.
Z—20 Z— 2

a heifit dann die Ableitung von f an der Stelle zy, geschrieben f'(zo). Falls f'(z) existiert fir
jedes z € U, dann ist f auf U differenzierbar und die Funktion z — f'(z) ist die Ableitung
von f.

Zunéchst einige triviale Bemerkungen: Es gilt:

(f+9) = f+¢
(f9) = fg+fd
(j) _ 9’ 1d
g P
(fog) = (f'og)g (Kettenregel)

fiir (geeignete) analytische Funktionen. (Beweise genau wie im reellen Fall.)

Falls f analytisch auf U(z0,7) = {z € C: |z — %] < r}, dann gilt:

ﬂ@::fu@+/7maw

= )+ (= 20) [ £ ot oz = )

0

(der Integrationsweg ist die Kurve ¢ — zp +t(z — z0) (¢ € [0,1]))

(Ubungsbeispiel. )

Satz 3.2 Sei (f,,) eine Folge von analytischen Funktionen von U nach C, sodafs folgendes gilt:
a) es existiert eine Funktion f : U — C mit f, — [ fast gleichmdifig.

b) die Ableitungen (f]) sind stetig und konvergieren fast gleichmdfig gegen eine Funktion g.
Dann ist [ differenzierbar und es gilt: f' = g.

Dieser Satz wird mit genau denselben Argumenten wie in der reellen Analysis bewiesen. Spéter
werden wir sehen, dafl in der komplexen Theorie wesentlich mehr gilt — die Annahme der
Konvergenz der Ableitungen ist dort iiberfliissig.
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Es ist klar, dafl jedes Polynom differenzierbar ist. Weiters gilt:
P(2) = ay + 2a22 + 3az2® + - - - + na, 2"

wobei
p(z) =ap+ a1z + -+ a,z".

Aus diesen Tatsachen folgt, dal eine Funktion f : Ur — C, die mit Hilfe der Potenzreihe

o
E anz"
n=0

definiert wird (wobei R der Konvergenzradius der Reihe ist), differenzierbar ist und daf§ gilt:

f'(z)= i na,z"
n=1

(Bemerke: der Konvergenzradius dieser Reihe ist auch R. Ui bezeichnet den offenen Kreis um

0 mit Radius R).

Zusammenfassend: Jede konvergente Taylorreihe ist im Inneren ihres Konvergenzkreises analy-
tisch.

BEISPIELE. Die Funktionen exp, sin, cos sind auf ganz C und In(1 + 2) ist auf U; komplex
differenzierbar. Auflerdem gilt:

d PR—

7 eXp = exp
a“
dz COS = Sin
d .

— Sl = COS
dz
d 1

Wir betrachten jetzt die Beziehungen zwischen dem Begriff der komplexen Differenzierbarkeit
von f und Glattheitseigenschaften der Funktionen u und v (wobei

flx+iy) = u(z,y) +iv(z,y) ).

Es stellt sich heraus, dal Komplexdifferenzierbarkeit viel mehr beinhaltet als die Differenzier-
barkeit von v und v.

Satz 3.3 Fulls f auf einem Gebiet U komplex differenzierbar ist, dann sind u und v reell-
differenzierbar. Auflerdem gelten folgende Beziehungen:

ou Ov Ou ov

dr 9y 9y O

(das sind die sogenannten Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen. Sie bedeuten,
dafs die Jacobi-Matrix

Oou Ov Ou 0
Ox Ox Oy 0
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die Matriz einer direkten Ahnlichkeit ist). Daraus folgt, daf sowohl u als auch v harmonisch
sind, d.h. Losungen der Laplace’schen Gleichung Au = 0. Denn es gilt

Pu 0u 0 (81}) 8( 81})

o7 "oy~ dx\dy) " oy\ ox
0% B v
 Oz0y  Oyox

(Wir nehmen stillschweigend an, dafi u und v zweimal stetig differenzierbar sind. Dies gilt in
der Tat, wie wir im ndchsten Kapitel beweisen werden).

Umgekehrt gilt: Falls u und v reelle stetig differenzierbare Funktionen auf dem Gebiet U sind,
die die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen erfiillen, dann ist die Funktion

[z u(z,y) +iv(x,y)
komplex differenzierbar und es gilt:

_Ou  Ov (81} 0u>l

f(Z)—%‘i"la—x— a—y—’la—y

BEwEIS. Wir nehmen zunéchst an, daf§ f differenzierbar ist. Sei zg € U und f’(z9) = a + ib.
Dann gilt:

lim u(zo + hi1,yo + he) — u(xo, yo) +Z.U(9Co + h1,yo + ha) — v(xo, yo)

= b (h = hi+1ihs).
h—0 h1 + Zhg hl -+ Zhg :| at ( 1+ 2)

Setzen wir hy = 0, so sehen wir, daf3 % und % existieren und es gilt:

du B v _

da |04 " Oz (z0,%0) o
Ahnlicherweise existieren g—;‘ bzw. g—Z und es gilt:

du _ ov B

a_y (xo’y()) o a_ (1‘0,3/0) -

Wir nehmen jetzt umgekehrt an, dafl u, v stetig differenzierbar sind und die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen erfiillen. Wir berechnen

) = ()
h

h—0

0.V.d.A. nehmen wir an, daf§ z = 0.

(f(h) = £(0))
u(hi, ha) + iv(hi, ha) — (u(0,0) + 7v(0,0))
hi +ihy

S S

(flz+h) = f(2)) =

S S

)
hy + ihy

1
= i, (i, he) —(0,0)] +

[(U(hl, hg) — ’U(O, 0)] .
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Es gilt nun

U(hl, hg) — U(O, 0) = (U(hl, hg) — U(O, hg)) + (U(O, hg) — U(O, 0))
ou ou

= h % (Shl,hg) + ho a—y (O,thl) (S,t S [0, ]_])
0 0
= [ G0.0)+ puin )] e [ 510,00+ i o)

wobei limy, g p1(h) = limy,_, p2(h) = 0. In dhnlicher Weise gilt:

(hi, ha) — v(0,0) = hy (%(o, 0) + ,og) + hy (g—Z(o, 0) + p4)

wobei limy, o p3 = limy,_,9 ps = 0. Wir setzen a = %(0,0) = 3—5(0,0), b=290,0) = —

ox

und berechnen +(f(h) — f(0)) — (a + ib). Dafiir bekommen wir

(hy — ihs) [(hl(a + p1) + ho(=b+ p2)) +i(hi(b+ ps) + ho(a + p4))}
hi + h3

— (a+1b).

Dieser Ausdruck ergibt den Wert

Plh% + hiho(p2 + p3) + h%p4
h? + h3

der mit h — 0 gegen 0 konvergiert.

27

2 (0, 0)

Q.E.D.
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4 Analytische Funktionen und Kurvenintegrale

Wir werden jetzt zeigen, dafl die Differenzierbarkeit einer Funktion f in engem Zusammenhang
zu ihrem Verhalten gegeniiber Kurvenintegralen steht.

Satz 4.1 Sei f : U — C eine stetige Funktion, die eine Stammfunktion besitzt (d.h. es existiere
eine analytische Funktion F auf U, sodaf§ F' = f). Dann gilt:

Lﬁ@@zéﬂﬁk

falls ¢; und co Kurven mit den gleichen Anfangs- und Endpunkten in U sind. Insbesondere gilt
fiir jede geschlossene Kurve in U, daf [, f(z)dz = 0.

BEWEIS. Sei F' eine Stammfunktion von f. Wir zeigen:

Die Aussagen des Satzes folgen dann sofort.

Es gilt:
/cf(z)dz = /CF’(z)dz

Die Umkehrung dieses Satzes gilt ebenfalls:

Satz 4.2 Fulls f : U — C eine stetige Funktion ist, mit der Eigenschaft, daf

Lf@ﬂz:o

fiir jede geschlossene Kurve ¢ in U, dann besitzt f eine Stammfunktion, und zwar die Funktion

(20 ein fester Punkt aus U). (Es geniigt sogar, daf8 f die Bedingung [, f(z)dz = 0 fiir den Rand
c jedes Dreiecks A in U erfiillt.)
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BEWEIS. Gemé&fl den Voraussetzungen ist die Funktion

zvz—+[f@mg

wohldefiniert, wobei ¢ eine beliebige Kurve von zy nach z ist. Wir zeigen: F' ist eine Stamm-
funktion von f. Sei z € U und wéhle § > 0 so klein, daf§ der offene Kreis U(z,d) € U mit
Mittelpunkt z und Radius 0 in U enthalten ist. Fiir |h| < ¢ gilt:

F(z+h) -
h

F(z) _ %/:Jrh f(¢)d¢ = /01 f(z+th)dt — f(z) fiir h — 0.

Q.E.D.

Wir zeigen jetzt, dafl jede analytische Funktion f auf einem “einfachen” Gebiet U eine Stamm-
funktion besitzt.

Hilfssatz 4.3 Sei A ein Dreieck in einem Gebiet U, f stetig auf U und holomorph auf U\{z},
wobei zg ein fester Punkt aus U ist. Dann gilt:

(Af@msz

wobei fA das Integral iber den in positiver Richtung durchlaufenden Rand von A bedeutet.

BEWEIS. Wir nehmen zunéchst an, dafl 2, auBlerhalb des Dreiecks liegt, d.h. f ist holomorph
auf U\ {20} 2 A. Es sei
/ f(z)dz
A

Seien A!, A?, A3 A* wie im Bild 6. Es gilt:

J= £ 0.

Wir fithren dies zu einem Widerspruch.

/ f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz + f(2)dz +
0A 0Al A3

f(z)dz.
OAZ2 1o} A4

0

Daher gilt fiir ein Dreieck A7 aus {Al, A%, A3 A%},

f(z)dz

OAI

> J/4.

Sei etwa A; dieses Dreieck. Wir wenden das gleiche Verfahren auf A; an und bekommen rekursiv
eine absteigende Folge (A;) von Dreiecken, sodafl

a) UAif(z)dz} > J/40
b) Durchmesser von A; = &-x Durchmesser von A.

¢) Umfang von A; = % x Umfang von A.
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Sei 29 € (VA;. Da f in U differenzierbar ist, gilt

f(2) = f(20) + (2 = 20) f'(20) + p(2)

wobel
lim M
z—=20 2 — &0

= 0.

Sei € > 0 gegeben. Es existiert § > 0, sodaf |p(2)| < €|z — 2| fur |z — 20| < 9. AuBerdem
existiert N € N, sodafl der Durchmesser von A; < ¢ fiir ¢ > N. Es gilt dann

/Aif(z)dz = /Aif(ZOH/Ai fl(zo)(z_zo)"i_/Aip(Z)dZ

= / p(z)dz (die anderen Integranden besitzen Stammfunktionen auf U)
Ay

und damit
J
— < / f(z)dz| = / p(z)dz
40 A, A,
< [ |p(2)|d=
Ay
< L x  Umf: Ax <
< 5 mfang von 5
= i x Umfang von A.

Falls wir € < m wahlen, so bekommen wir einen Widerspruch.
Fall 2: zj ist ein Eckpunkt von A, etwa A. Seien E, D wie im Bild 7. Es gilt:

e = [ N C S O

ABC

= | f@de+ | fede+ [ f()de
BCE ECD AED

Es reicht daher zu zeigen, daB [,.. f(z)dz — 0 fir E,D — A. Dies folgt leicht aus der
Stetigkeit von f.
Fall 3: z, ist ein Randpunkt von AABC, den wir mit D bezeichnen (Bild 8).

[z = [ fede+ [ f2)d

ABC ADC DBC
= 0+0 (Fall2)

= 0

Fall 4: z; ist im Inneren von A und sei wieder mit D bezeichnet (Bild 9).

ABC J(2)dz = </ABD+/DBC+/ADC) f(z) =0 (nach Fall 3)
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Wir kénnen nun eine Version des beriihmten Cauchy’schen Integralsatzes, ndmlich fiir konvexe
Gebiete, formulieren:

Satz 4.4 Sei U offen und konvezx, zy € U, f: U — C stetig auf U und holomorph auf U\ {z}.
Dann besitzt [ eine Stammfunktion und es gilt daher

/c F(z)dz =0

fiir jede geschlossene Kurve in U.

BEwEIS. Wir wihlen einen Punkt z; aus U und definieren

F(z)=(z— 21)/0 f(z1+t(z — z1))dt.

Aus dem vorhergehenden Satz und dem Hilfssatz folgt, daf§ F' differenzierbar ist und F’ = f.
]

Der gleiche Beweis ist auch fiir sogenannte sternférmige Gebiete U giiltig (wobei U bzgl. zg

sternformig ist, falls gilt:
/\ /\ Z()"—tZ—Zo)EU)

zeU te€l0,1]
(Bild 10)
Die Homotopie-Version des Satzes von Cauchy:

Definition 4.5 Seien c¢; bzw. ¢y zwei stickweise glatte Funktionen von [a, b] nach einem Gebiet
U in C, sodafl c1(a) = ca(a) = 2y und ¢1(b) = ¢2(b) = 2z1. Dann sind ¢; und co in dem Gebiet
U homotop, falls es eine stetige Funktion

H:[a,b] x [0,1] = U
gibt, die auf ]a,b[x]0,1[ glatt ist, sodafs

H(s,0) = a(s) NH(s,1) = ca(s) (s € a,0])
H(a,t) = zgANH(bt) =2z (t €10,1])

Satz 4.6 Fulls ¢y und co wie oben sind, dann gilt fiir jede analytische Funktion f:U — C

/c1 f(z)dz = /C2f(z)dz

BEwEIs. Wir bestimmen Partitionen a = sop < s1 < - < s, =bbzw. 0 =t) < t1 < --- <
t, = 1, sodaB} fiir jedes Paar s;,t; ein € > 0 und ein z € U existieren, mit

H([si, 8i11) X [tj tj+1]) CU(z,e) CU  (Kompaktheitsargument!).
Sei 7;; der Rand des Rechtecks [s;, s;41] X [t;, t;4+1]. Es gilt: f%_j f(z)dz = 0. Daher: 3, ; f%_j f(z)dz =

0, also
O:/f(z)dz+0—/f(z)dz—0

dh. [ f(z)dz= [ f(2)
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Korollar 4.7 Sei ¢ eine geschlossene Kurve in U, die zu einer konstanten Kurve co(t) = 2
homotop ist. Dann gilt:

/c F(z)dz = 0.

Kurven mit dieser Eigenschaft heiffen nullhomotop. Gebiete, in denen jede geschlossene Kurve
nullhomotop ist, heiffen einfach zusammenhingend. Wir kénnen daher aus dem obigen Satz
folgenden Satz ableiten:

Satz 4.8 Fulls U ein einfach zusammenhdngendes Gebiet ist und f : U — C analytisch, dann

qgilt:
/f(z)dz =0

fiir jede geschlossene Kurve ¢ in U.

BEisPIEL. Wir verwenden diesen Satz, um die Integrale

/ (cost?)dt und / (sint?)dt
0 0

auszurechnen. Dazu verwenden wir die Beziehung

0= / e dz
CR
wobei cp wie im Bild 11 ist. Aber

R R ,
/ e dy = / e dy — et / e dt +/ e *dz | ﬁ()
CR 0 0 TR 2

(Wir zeigen, daf limpg fm e dz =0, vg die Parametrisierung hat
t+— R(cost+isint) (t € [O, ZD :

Also gilt: wa e dz = fo% e~ 1 (cos 2t+isin20); pp it .

Daher
/ e—Zde — R/ 2 cos Qtdt
TR
/ —R cosu o,
0

[ e,
0
/ " eiﬁ2 <2M> R2du,

0

o

Il
:U

Il
oy
N

IA

R2
e "R2m2R%*dv

(VAN
S~

R2
= WZlE/ e Vdv < T4R).
0
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Mit R — oo gilt:
0= g - e%/ (cost? — isint?)dt
0

/ (cost? —isint?)dt = \/E(l —1).
0 8

Vergleich der Real- und Imaginérteile ergibt

/Ooo(costQ)dt = /Ooo(sintQ)dt = \/g

Die Cauchy’sche Integralformel fiir Kreise: Wir verwenden folgenden Hilfssatz:

und damit

Lemma 4.9 Seic der Kreis mit Radius v und Mittelpunkt zo (d.h. c(t) = zy+re™ (¢ € [0,27]).
Dann gilt:

1 1
—/ d¢ =1 falls |z — 29| <10 falls |z — z| > 7.
2w J. C — 2

BEWEIS. Siche Ubungen.
]

Satz 4.10 (Cauchy’sche Integralformel:) Sei f eine analytische Funktion auf dem Gebiet U,
2o ein Punkt aus U und R > 0 so, daff U(z, R) CU. Seir < R. Dann gilt:

flz) = %/g(f)zdg (]2 = 20| <)

wobei ¢ der Kreis c(t) = z + re (t € [0,27]).

BEWEIS. Betrachte die Funktion

f(Q) = 1)

(—z

g ist analytisch auf U \ {z} und stetig auf U (und daher auf der konvexen Menge U(z, R)). Es
gilt daher:

— 22 # ) f'(2)(¢ = 2)

g:¢—

st =o.

[

1 e, 1 1 fz)
2m'/c§—zd< - 27ri/cg(od§+2m'/§“—zdg
1

= O+f(z)2—m.27ri
= f(2).

und damit

Q.E.D.
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BEMERKUNG. Man kann die Cauchy’sche Integralformel auch in folgender Weise schreiben:

f(z) = /0 f(z+re*™™)dt.

In der Tat: Sei ¢(t) = z + r.e*™ ¢ € [0,1]. Dann ist ¢(t) = 2mire*™* und daher

1 1 1 . 2mit )
_/ /() ¢ = — —f(z+r§ ).27Ti7“.627”tdt
21t J,(— 2 271 Jy r.e?mit

1
= / f(z+r.e*™)dt.
0

Dies erlaubt folgende Interpretation der Cauchy’schen Integralformel: Der Wert f(z) einer ana-
lytischen Funktion auf U(z, R) ist fiir 0 < r < R gleich dem Mittelwert der Werte f(z +r.e*™)
entlang dem Kreis um z mit Radius 7. Wenn man den Real- und Imaginéarteil von f betrachtet,
erhélt man die entsprechende Aussage fiir harmonische Funktionen.

Aus der Cauchy’schen Integralformel folgt die verbliiffende Tatsache, daf§ jede analytische Funk-
tion lokal als Taylorreihe darstellbar ist. (Dieses entscheidende Merkmal der komplexen Funk-
tionentheorie steht in krassem Gegensatz zur reellen Theorie: Schon Cauchy hat bemerkt, daf3
die Funktion e : R — R unendlich oft differenzierbar ist, sich aber nicht um den Nullpunkt
als Taylorreihe darstellen 1af3t.)

Satz 4.11 Sei f : U — C analytisch, zg € U, r > 0, sodaf$ U(zp,r) C U. Dann gilt:

f(z) = Zan(z —2)" (z € U(zo;'r))

wobes
1 f(©)

= % c (Q‘_Z)n-l—l

und c(t) = 20+ r'e (t € [0,27]) mit 0 <1’ <r.

d¢

BEwEIs. O.V.d.A. kann man annehmen, dafl zo = 0. Es gilt, fiir |z] < 7/,

16 = om [ Ha

2mri (—=z
IR PO VR
AR

n=0
n=0 v
= ianz"
n=0

¢t

mit a,, wie oben.
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Das néchste Korollar unterscheidet wieder die komplexe Funktionentheorie radikal von der
reellen Theorie:

Korollar 4.12 Falls f : U — C analytisch (d.h. also einmal differenzierbar), dann ist f
unendlich oft differenzierbar.

Man sieht sofort, daff a, = £7Go) g 1. die Reihe > an(z — z0)" ist tatsichlich die Taylorreihe

n!
von f. Daraus folgt, daf eine stetige Funktion f mit Stammfunktion automatisch analytisch ist.

Korollar 4.13 (der Satz von MORERA): Sei f eine stetige Funktion auf einem Gebiet U,

sodaf
/f(z)dz =0

fiir jede geschlossene Kurve in U. Dann ist f analytisch.

BEWEIS. Wir wissen, dafl f eine Stammfunktion F' besitzt, d.h. f = F’. Nach dem Korollar ist
F unendlich oft differenzierbar und damit auch f.

Die Ergebnisse dieses Kapitals kann man in folgenden Satz zusammenfassen:

Satz 4.14 Fiir eine stetige komplexe Funktion f auf einem Gebiet U C C sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(a) f ist komplex differenzierbar in U.

(b) Es existieren Punkte zy,...,z, € U, sodaf f dberall auf U\ {z1,...,z,} komplezx diffe-
renzierbar ist.

(¢) Fiir jedes Dreieck A, das mitsamt seinem Inneren in U liegt, gilt

/f(z)dz =0.

(d) f ist lokal integrierbar, d.h. zu jedem Punkt zy € U existiert eine Umgebung V', derart,
daf f aufV eine Stammfunktion besitzt.

(e) Ist B eine abgeschlossene Kreisscheibe in U und bezeichnet ¢ den einmal positiv durch-
laufenen Rand von B, dann gilt fir alle z 1m Inneren von B

6= [ %dc

(f) f ist um jeden Punkt von U in eine Potenzreihe eintwickelbar.
(9) [ ist auf U beliebig oft komplex differenzierbar.

Existenz einer harmonisch konjugierten Funktion: Sei U ein Gebiet, worauf jede ana-
lytische Funktion eine Stammfunktion besitzt (z.B. eine konvexe oder — allgemeiner — eine
einfach zusammenhéngende Menge). Sei v : U — R harmonisch. Dann existiert ein v : U — C,
sodal f = u + iv analytisch. (Damit ist jede harmonische Funktion auf U der Realteil ei-
ner analytischen Funktion. Insbesondere ist jede harmonische Funktion auf U unendlich oft
differenzierbar.)
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BEWEIS. Die Funktion 9 5
. U .ou

ist analytisch. Denn ¢ ist stetig und erfiillt die Bedingungen des Satz von Morera. (Es gilt:

0u Pu : *u  0%u
= /5 <8x8y — &'an) dz dy + ’L/S (—@ — 8—y2) drdy nach dem Satz von Green

= 0

(S ist das von ¢ berandete Gebiet.)

Sei f eine Stammfunktion von ¢. Die Funktion f erfiillt die obige Bedingung.

Wir bemerken noch, dafl f bis auf eine komplexe Konstante eindeutig durch g bestimmt ist.
(Das folgt aus den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen).

Das Beispiel der Funktion
z +— In|z|

von C\ {0} — R in R zeigt, dal nicht jede harmonische Funktion eine konjugierte Funktion
besitzt.

Wir betrachten noch einmal die Gleichung
L[ f©)
=— [ —=d
/() 2mi /c (—z ¢

und differenzieren beide Seiten k-mal. Daraus erhalten wir die verallgemeinerte Cauchy’sche

Integralformel ©
CYWL B (S
160 =55 gt

und somit die Abschéitzung

£ ®(2)] < % wobei M = sup{}f(C)!}-

Wir konnen nun den bekannten Satz von LIOUVILLE formulieren:

Satz 4.15 Fulls f : C — C eine beschrankte ganze (d.h. auf ganz C analytische) Funktion ist,
dann ist f konstant.

BEWEIS. Da f(z) = >, %zk, geniigt es zu zeigen, dafl f*)(0) = 0 (k > 1). Aber wir
haben die Abschétzung
ME!
}f(k)(O)‘ <—— wobei M= sup{‘f(z)‘ 1z € C}
r
Fiir k > 0 gilt 28 — 0 fiir r — cc. Q.E.D.
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Der Fundamentalsatz der Algebra laBt sich leicht aus dem Satz von Liouville ableiten (siehe
Ubungen).
4.1 Die allgemeine Cauchy’sche Integral-Formel und Anwendungen

Um die allgemeine Form dieses Satzes zu beweisen, brauchen wir den Begriff der Windungs-
zahl einer Kurve. Sei

U = {z2=204+iyeC:(y#0)V(y=0Az>0}
U. = {z=2+iyeC: (y£0)V(y=0Vaz <0}

die entlang der negativen bzw. positiven reellen Achse ”aufgeschlitzten” komplexen Ebenen.
Wir bezeichnen mit 9, : Uy —] — m, 7| baw. ¥_ : U_ —]0, 27|, die Funktionen, fiir die

z = |z]e"*+® auf U,

baw. z = |z]e"-®) auf U_
Seien In, bzw. In_ die entsprechenden Zweige der Logarithmusfunktion auf U, bzw. U_, d.h.

In,(2) = Inlz|+ i, (2)
In_(2) = Inl|z|+id_(2).

Esgilt Iny z=1In_zoderIny z=1In_z — 2w (fiir z€ U, NU_).

Definition 4.16 Seic: I — C eine geschlossene Kurve, zy ¢ c. Dann ist der Ausdruck

1 dz
21 ). 2 — 2

eine ganze Zahl - die Windungszahl von ¢ bzgl. zy (geschrieben: w(c; zp) ).

BEWEIS. O.V.d.A. kann man annehmen, dafl z; = 0. Wir verwenden eine Partition a = t; <
- < t, = b von [a,b], sodaB c([t;,t;11]) € Uy oder U_ fiir jedes j. Sei ¢; die Kurve cly, ,

Es gilt
n—1
1 1 1 1
— [ —dz = — —dz.
2mi czz QWi;/cjzz

Auf ¢; hat % eine Stammfunktion In; (6 {ln_,ln+}), je nachdem, ob das Bild in U_ oder Uy
liegt. Es gilt dann

1]

1
o ). QMZ{IHJ tjr1) —Inj c(t;) }

und dies ist eine ganze Zahl.
]

Cauchy’sche Integralformel fiir geschlossene Kurven: Sei f : U — C analytisch, c eine
geschlossene nullhomotope Kurve in U, z ¢ ¢. Dann gilt:

1 e
%/CC_—zdg“ =w(c; 2) f(2).
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BEWEIS. wie im Fall eines Kreises.
=

Satz 4.17 Der Weierstrafy’scher Konvergenzsatz: Sei (f,,) eine Folge von holomorphen
Funktionen auf einem Gebiet U, die fast gleichmdflig gegen eine Funktion f auf U konvegiert.
Dann ist f holomorph und es gilt: fék) — f®) (fast gleichmipig) fiir jedes k € N.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen: fiir jedes zg € U existiert ¢ > 0 sodal U(zg,e) € U und
fl(z) = f'(2) gleichméBig auf U(z, €) (Kompaktheitsargument!).

Wiéhle 0 < € < € so, daBl U(zg,€’) C U. Fiir jedes z € U(zp,€) und m,n € N gilt:
| f(2) = fu(2)] = 127

[ -5
AU (zo,€’)
< 12m2me1(e — €)? max{’fm(o — fn(g)} ¢ — 20| = 5/}

— 0 gleichméBig

Daher ist die Folge (f},(z)) (gleichm#8ig) Cauchy und daher konvergent. Wir verwenden jetzt
das Ergebniss von Seite 19.
]

Die Laurentreihe: Sei f analytisch in einem ringférmigen Gebiet {z r < |z < R}, wobei
0 <r < R < oco. Dann gilt:

f(z) = Z anz"

n=—oo

mit a, = o [, L4d¢ (r <7 < R).

271

BEWEIS. Sei z € {z: 7 < |z] < R} und wéhle 7/, R’, sodaf3
r<r <|z| <R <R.

Wir integrieren 1273 f({)¢ — z entlang die geschlossene Kurve im Bild 12. Es gilt
fe) = 3ni [ Q) wdg —12mi |4~ 2
CR/ Cpt

= 1§m’/ f(Q)Z—zd§+1§m'/ f(()z — zetadC
— 19 =N (L7 =N A\"

- 12ni [ Jroe () [ f<§><n2_1(g)]
= i a,2",

n=—oo

wobei
—n+1

a, = 1§7ri/c f(¢)¢

(dieses Integral ist von 7’ €|r, R| unabhéngig).
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Isolierte Singularititen: Falls zp € U und f : U \ {20} — C analytisch, dann heifit z, eine
isolierte Singularitit von f. Es gibt drei Moglichkeiten, die von der Gestalt der Laurentent-
wicklung

Z an(z — 20)"
abhéngen.
Fall 1: a,, = 0 fiir jedes n < 0. Dann ist | f| in der Nihe von 2 beschrénkt (d.h. \/ .o Vo Aser 0 <

|2 — 2| < e=|f(z)| < K). 2 heifit dann eine hebbare Singularitét, da die Funktion

fiz—=ao(z=20)f(2)(z # 2)

eine analytische Erweiterung von f auf U ist.

Fall 2: Es existiert ein k < 0 mit a # 0 aber a,, = 0 fiir n < k. Dann gilt: f(z) = (2 — 29)*g(2)
wobei g analytisch auf U mit g(zy) # 0. Es gilt dann limzﬁzo‘ f (z)‘ = 00. 2z heifit ein Pol der
Ordnung —k. Ein Pol der Ordnung 1 heifit ein einfacher Pol.

Fall 3: a, # 0 fiir unendlich viele n < 0. Dann ist zy eine wesentliche Singularitit von f.
In diesem Fall gilt: | f| ist in der Ndhe von z; unbeschriankt, aber } f (z)’ konvergiert nicht gegen
~+o0 fiir z — 2.

Falls 2y eine isolierte Singularitdt von f, dann heiffit die Reihe

-1

Z an(z — 29)"

der Hauptteil von f. Diese Reihe definiert eine analytische Funktion auf C\ {z}.

Residuen: Sei zj eine isolierte Singularitdt der Funktion f auf U. Das Residuum von f an
der Stelle 2y (geschrieben: Res(f;2p)) ist der Koeffizient a_; in der Laurententwicklung von f,

d.h. .
Res(/:20) = 5 / f(2)dz

(¢, ist ein geniigend kleiner Kreis um zy, sodafl zy die einzige Singularitét innerhalb dieses
Kreises ist).

BEISPIELE. Falls zy ein einfacher Pol von f ist, dann gilt

Res(f;20) = lm (2 — 2) f(2).
Z—r20
Falls f eine rationale Funktion ¢ — size2 und 2 eine einfache Nullstelle von ¢ (wobei p(z) # 0),
dann ist
p(20)
q'(20)

Res(f;20) =

Falls 2 ein Pol der Ordnung m > 0, dann gilt:

Res(fi0) =t (L D) (- 20070 2),

2=z \ (m — 1)l dzm—1
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Satz 4.18 Residuensatz: Sei f : U \ {z1,...,2,} — C eine analytische Funktion mit iso-
lierten Singularititen zy,...,z,. Sei ¢ eine geschlossene Kurve in U \ {z1,...,z,}, die in U
nullhomotop ist. Dann gilt:

n

/f(z)dz = 2mi <Z w(c; zj) Res(f; 23))

(Besonders wichtig ist der Fall, dafi die Windungszahl von c bzgl. der Singularititen jeweils 1
ist. Dann gilt: [ f(2)dz = 27y ", Res(f;z;) ).

BEWEIS. Sei f; der Hauptteil von f an der Singularitét z;. Es gilt: f — E?Zl f; ist auf U

analytisch. Daher gilt:
/f(z)dz:Z/f](z)dz
C ]:1 C

Betrachten wir, fir 1 < j <n, die Laurententwicklung von f;

J J J
a’y a’, a’q
+ + +...

fi(z) =

z—z (2—z)? (z—z)

JECE /Z —

n=—oo

- Z/z-zj

n=—oo

= / ——dz
CZ—Z]‘

= 2mi Res(f; zj)w(c; 20),

Es gilt:

womit alles bewiesen ist.
| |

Anwendungen des Residuensatzes: Man kann viele bestimmte Integrale mit Hilfe des Re-
siduensatzes berechnen, etwa
/ * 2?dx
oo L2t

/ 22dz
e L2

. Man berechnet

entlang der Kurve cy wie im Bild 13.

Es gilt:
/ 22dz / / T R2e2 ettt
ep 1+ 24 R1+:p4 o 14+ Rieit

72
du +OfurR—>oo
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Andererseits kann man das Integral mit Hilfe des Residuensatzes berechnen und erhélt damit
2 2 T 3mi
den Wert von ffooo ﬁiﬁ. In der Tat hat f(z) = ;% die Polstellen +e'7, +e™+. Die von cg

umlaufenen Polstellen sind e und e’ und es gilt:

s} 1 3mi

g 1 s}
Res(f;e1) = Ze*T, Res(f;eST) = 1677.

Damit ist

also - )
x T
——dr = —.
/_Oo 14 24 V2
Weitere Integrale, die man mit Hilfe des Residuensatzes ausrechnen kann:

1. Integrale des Typs I = fo% r(cosv,sin¥)dy (r eine rationale Funktion). Es gilt
_ 1 1
I:—z’/ T<12<z+12),—,(z——)d22>.
|z|=1 21 z

BEISPIEL.

/ dia + costd = —i/ dzz% 4+ 2az + 1
0 |z|=1

= —— (@a>1)

va? -1

2. Integrale des Typs ffooo r(z)dz wobei r = pg eine rationale Funktion mit grad p <
(grad q) — 2 Ahnlicherweise Integrale des Typs

/ r(:z:)e”d:c,/ r(a:)cosxd:v,/ r(z) sin xdx

—00 —00 — 00

usw.
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5 Die allgemeine Cauchy’sche Integral-Formel und An-
wendungen.

Um die allgemeine Form dieses Satzes zu beweisen, brauchen wir den Begriff der Windungs-
zahl einer Kurve. Sei

U = {z=2+iyeC: (y#0)V(y=0Az >0}
U. = {z=2+iyeC: (y£0)V(y=0Vaz <0}

die entlang der negativen bzw. positiven reellen Achse ”aufgeschlitzten” komplexen Ebenen.
Wir bezeichnen mit 9, : Uy —] — m, 7| baw. ¥_ : U_ =0, 27|, die Funktionen, fiir die

z = |2|e"+® auf U,

baw. z = |z]e=®) auf U_
Seien In, bzw. In_ die entsprechenden Zweige der Logarithmusfunktion auf U, bzw. U_, d.h.

In (2) = Inl|z|+ i, (2)
In_(2) = Inl|z|+id_(2).

Esgilt In, z=In_zoderIn; z =In_ 2z —27i (fir z € U, NU_).

Definition 5.1 Seic:I — C eine geschlossene Kurve, zy ¢ c. Dann ist der Ausdruck

1 dz

2mi ). 2 — 2

eine ganze Zahl - die Windungszahl von ¢ bzgl. zy (geschrieben: w(c; z) ).

BEWEIS. O.V.d.A. kann man annehmen, dafl z, = 0. Wir verwenden eine Partition a = t; <
- < t, = b von [a,b], sodaB c([t;,t;11]) € Uy oder U_ fiir jedes j. Sei ¢; die Kurve cly, ,

Es gilt
n—1
1 1 1 1
— [ —dz = — —dz.
2mi czz QWi;/cjzz

Auf ¢; hat 1 eine Stammfunktion In; (€ {In_,In;}), je nachdem, ob das Bild in U_ oder U,
liegt. Es gilt dann

41l

1
271

QMZ{an tiv1) —Ingc(t;) }

und dies ist eine ganze Zahl.
]

Cauchy’sche Integralformel fiir geschlossene Kurven: Sei f : U — C analytisch, ¢ eine
geschlossene nullhomotope Kurve in U, z ¢ ¢. Dann gilt:

L A (I
Q—M/CC_—de =w(c; z)f(2).
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BEWEIS. wie im Fall eines Kreises.
=

Satz 5.2 Der Weierstraf3’scher Konvergenzsatz: Sei (f,) eine Folge von holomorphen
Funktionen auf einem Gebiet U, die fast gleichmafig gegen eine Funktion f auf U konvegiert.
Dann ist f holomorph und es gilt: fr(Lk) — f®) (fast gleichmdfig) fiir jedes k € N.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen: fiir jedes zg € U existiert ¢ > 0 sodal U(zg,e) € U und
fl(z) = f'(2) gleichméBig auf U(z, €) (Kompaktheitsargument!).
Wiéhle 0 < € < € so, daBl U(zg,€’) C U. Fiir jedes z € U(zp,€) und m,n € N gilt:

) =50 = 12| [ 10— 0T - 2

< 1§7T27T6/1Z6/ — 6)2 max{}fm(g) - fn(C)} 1€ — 20| = 5/}
— 0 gleichméBig

Dabher ist die Folge ( f,’n(z)) (gleichméBig) Cauchy und daher konvergent. Wir verwenden jetzt
das Ergebniss von Seite 19.
m

Die Laurentreihe: Sei f analytisch in einem ringférmigen Gebiet {z r < |z < R}, wobei
0 <r < R < oo. Dann gilt:

=Y

n=—oo

mit @, = o [, L4d¢ (r <1 < R).

271

BEWEIS. Sei z € {z: 7 < |z] < R} und wéhle 7/, R’, sodaf3
r<r <|z| <R <R.

Wir integrieren 127i f(¢)¢ — 2 entlang die geschlossene Kurve im Bild 12. Es gilt
fe) = 3ni [ Q) wdg ~ 13w | F(QC - 2
CR/ Cpt

= 1§7ri/ f(C)Z—de+1§m’/ f(Q)z — zetad(
= 12mi Yy 2C ! @3 Z\"
- 1 [/J‘(C)C%( 0) / 703 (7) ]
= Z anz"”

n=—oo

wobel
-n+1

a, = 12mi /c f(¢)¢

(dieses Integral ist von 7’ €|r, R| unabhéngig).
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Isolierte Singularititen: Falls zp € U und f : U \ {20} — C analytisch, dann heifit z, eine
isolierte Singularitit von f. Es gibt drei Moglichkeiten, die von der Gestalt der Laurentent-
wicklung

Z an(z — 20)"
abhéngen.
Fall 1: a,, = 0 fiir jedes n < 0. Dann ist | f| in der Nihe von 2 beschrénkt (d.h. \/ .o Vo Aser 0 <

|2 — 2| < e=|f(z)| < K). 2 heifit dann eine hebbare Singularitét, da die Funktion

fiz—=ao(z=20)f(2)(z # 2)

eine analytische Erweiterung von f auf U ist.

Fall 2: Es existiert ein k < 0 mit a # 0 aber a,, = 0 fiir n < k. Dann gilt: f(z) = (2 — 29)*g(2)
wobei g analytisch auf U mit g(zy) # 0. Es gilt dann limzﬁzo‘ f (z)‘ = 00. 2z heifit ein Pol der
Ordnung —k. Ein Pol der Ordnung 1 heifit ein einfacher Pol.

Fall 3: a, # 0 fiir unendlich viele n < 0. Dann ist zy eine wesentliche Singularitit von f.
In diesem Fall gilt: | f| ist in der Ndhe von z; unbeschriankt, aber } f (z)’ konvergiert nicht gegen
~+o0 fiir z — 2.

Falls 2y eine isolierte Singularitdt von f, dann heiffit die Reihe

-1

Z an(z — 29)"

der Hauptteil von f. Diese Reihe definiert eine analytische Funktion auf C\ {z}.

Residuen: Sei zj eine isolierte Singularitdt der Funktion f auf U. Das Residuum von f an
der Stelle 2y (geschrieben: Res(f;2p)) ist der Koeffizient a_; in der Laurententwicklung von f,

d.h. .
Res(/:20) = 5 / f(2)dz

(¢, ist ein geniigend kleiner Kreis um zy, sodafl zy die einzige Singularitét innerhalb dieses
Kreises ist).

BEISPIELE. Falls zy ein einfacher Pol von f ist, dann gilt

Res(f;20) = lm (2 — 2) f(2).
Z—r20
Falls f eine rationale Funktion ¢ — size2 und 2 eine einfache Nullstelle von ¢ (wobei p(z) # 0),
dann ist
p(20)
q'(20)

Res(f;20) =

Falls 2 ein Pol der Ordnung m > 0, dann gilt:

Res(fi0) =t (L D) (- 20070 2),

2=z \ (m — 1)l dzm—1
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Satz 5.3 Residuensatz: Sei f : U\{zy,...,2,} = C eine analytische Funktion mit isolierten
Singularititen zy, . . ., z,. Sei c eine geschlossene Kurve in U\{z1, ..., z,}, die in U nullhomotop
ist. Dann gilt:

n

/f(z)dz = 271 <Z w(c; zj) Res(f; 23))

(Besonders wichtig ist der Fall, dafi die Windungszahl von c bzgl. der Singularititen jeweils 1
ist. Dann gilt: [, f(2)dz = 2mi Y70, Res(f;2;) ).

BEWEIS. Sei f; der Hauptteil von f an der Singularitét z;. Es gilt: f — Z?Zl f; ist auf U

analytisch. Daher gilt:
/f(z)dz:Z/fj(z)dz
c j=1"7¢

Betrachten wir, fiir 1 < j <n, die Laurententwicklung von f;

a,j a,j a,j
file) = —~-4+ —=2_ 4+ 3 _ 1 .

2=z (2—z) (z—%)

JECE /Z —

n=—oo

- Z/z-zj

n=—oo

= / ——dz
CZ_Zj

= 2mi Res(f; zj)w(c; 20),

Es gilt:

womit alles bewiesen ist.
| |

Anwendungen des Residuensatzes: Man kann viele bestimmte Integrale mit Hilfe des Re-
siduensatzes berechnen, etwa
/ * 2%dw
oo L2t

/ 22dz
ep L+ 24

Man berechnet

entlang der Kurve cg wie im Bild 13.

Es gilt:
/ / /7r R262it'l..€itdt
1+z4 R1+:p4 o 14+ Rieit

72
/ du +OfurR—>oo
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Andererseits kann man das Integral mit Hilfe des Residuensatzes berechnen und erhélt damit
2 2 T 3mi
den Wert von ffooo ﬁiﬁ. In der Tat hat f(z) = ;% die Polstellen +e'7, +e™+. Die von cg

umlaufenen Polstellen sind e und e’ und es gilt:

s} 1 3mi

g 1 s}
Res(f;e1) = Ze*T, Res(f;eST) = 1677.

Damit ist

also - )
x T
——dr = —.
/_Oo 14 24 V2
Weitere Integrale, die man mit Hilfe des Residuensatzes ausrechnen kann:

1. Integrale des Typs I = fo% r(cosv,sin¥)dy (r eine rationale Funktion). Es gilt

I= —z'/|z|:17“ <1§<2+ 12),%(2— %)dz?) .

BEISPIEL.
/ dia + costd = —i/ dzz% 4+ 2az + 1
0 |z|=1
T
= —— (a>1).
—— ( )

2. Integrale des Typs ffooo r(z)dz wobei r = pg eine rationale Funktion mit grad p <
(gradq) — 2.
Ahnlicherweise Integrale des Typs

/ r(:z:)e”d:c,/ r(a:)cosxd:v,/ r(z)sin xdx

Usw.
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6 Geometrische Eigenschaften — Konforme Abbildungen

Die Nullstellen einer analytischen Funktion: Im Gegensatz zum Fall von reellen Funk-
tionen haben die Nullstellenmengen von analytischen Funktionen eine sehr einfache Gestalt.

Hilfssatz 6.1 Sei f : U — C analytisch (U ein Gebiet in C). Falls es ein zy € C gibt mit
f®)(2) =0 (k € Nyg), dann gilt: f = 0.

BEWEIS. Setze Uy = {z € C: o, [¥(2) = 0}. Es gilt:
a) Uj ist nicht leer (da zo € U);
b) U, ist abgeschlossen (da f%*) stetig);

c) Uy ist offen (da z; € U = f = 0 auf einer Umgebung von z;. Denn die Taylorreihe
S mf®(z1)(z — 21)* von f in der Nihe von z; ist trivial).

Aus a), b), ¢) folgt Uy = U (U ist zusammenhéngend!)
"

Damit hat jede Nullstelle zy von f(z 0) endliche Ordnung, d.h. es existiert £ € N mit f(z) =
(2 — 20)kg(2) wobei g : U — C analytisch und g(zq) # 0 (k heifit die Ordnung der Nullstelle).

Satz 6.2 Sei zy eine Nullstelle der analytischen Funktion f: U — C, wober U ein Gebiet ist
und f nicht identisch null. Dann ist zy eine isolierte Nullstelle (d.h. es gibt eine Umgebung von
20, in der keine andere Nullstelle liegt.)

(Denn f(z) # 0 fiir 0 < |z — 20| < ¢, falls € so klein ist, dafl (mit der vorhergehenden Notation)
g(z) # 0 fiir |z — 20| < ¢).

Daraus folgt, da8 die Nullstellenmenge Z(f) einer (nicht identisch verschwindenden) analyti-
schen Funktion f auf einem Gebiet U folgende Eigenschaften besitzt:

a) Z(f) ist diskret, d.h. A, 5 Vo Ulz0,€) N Z(f) = {20}

b) K C U kompakt = Z(f) N K ist endlich, (d.h. f hat nur endlich viele Nullstellen auf
kompakten Teilmengen von U). (Denn eine kompakte diskrete Menge ist endlich).

c) Z(f) ist abzéhlbar. (Denn U ist o-kompakt, d.h. hat eine Darstellung U = (J)7, K,,
wobei die K, kompakt sind. Es gilt dann

z(f)=J K. Z(f)
n=1
und K, N Z(f) ist endlich).
d) Die Héufungspunkte (in C) der Menge Z(f) liegen in OU.
Korollar 6.3 (Identititsprinzip) Seien f,g analytische Funktionen auf einem Gebiet U.

Falls die Menge {z € U : f(z) = g(2)} einen Hdaufungspunkt in U besitzt, dann sind f und g
identisch.
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Sei U ein Gebiet, f : U — C analytisch und c eine einfache, geschlossene, null-homotope, positiv
orientierte Kurve in U mit Z(f)Nec = (. Die Menge U; aller Punkte z in U mit w(z;¢) =1 (d.h.
das Innere von c) ist relativ kompakt. Also ist die Anzahl N der Nullstellen von f innerhalb
von c¢ endlich. In der Tat gilt der

Satz 6.4 (Prinzip des Arguments)

e,
- 2mi f(z)d

(Bemerkung: Eine n-fache Nullstelle zy wird n-mal gezdihlt).

BEWEIS. Dies folgt aus dem Residuensatz:
L [1G) g N pes(G)
— dz = Res $ 2
el Bl (F9)

wobei 21, ..., 2, die Nullstellen von f innerhalb von ¢ sind. Es geniigt daher, das Residum von

fTI an einer Nullstelle zy auszurechnen. Sei zy eine n-fache Nullstelle, d.h. f(2) = (z — 20)"g(2)

mit g(zo) # 0. Es gilt dann

und daher Res(f%; 20) ="n Q.E.D.

"
Meromorphe Funktion: Eine meromorphe Funktion ist eine Funktion ¢ : U — C, sodaf

a) P(g) :={z:g(z) = oo} ist eine diskrete Teilmenge von U;

b) g ist auf U \ P(g) analytisch;

c) jedes z € P(g) ist eine Polstelle von g.

Typische Beispiele von meromorphen Funktionen sind Quotienten % wobei f1, fo analytisch

sind (und f, # 0). (In der Tat haben alle meromorphe Funktionen diese Gestalt.)

Satz 6.5 Seien U, c wie oben, g : U — C eine meromorphe Funktion (wobei keine Polstellen
oder Nullstellen von g auf ¢ liegen). Dann gilt:

1 !
L (9@, _N_p
27 J. g(2)

wobei N die Anzahl der Nullstellen von g bzw. P die Anzahl der Polstellen innerhalb von c ist.
(Sowohl Polstellen als auch Nullstellen werden gemdafs ihrer Ordnung gezihlt.)
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BewEs. Ahnlich wie oben. Denn sei 2y ein Pol der Ordnung k. Dann ist die Funktion f(z) =
g(2).(z — 20)* in einer Umgebung von z, analytisch und

fle) = Jim o(2)
(z — 20)* # 0. Es gilt
g’(Z) = f’(z)(z — ZO) + f( ) ( )(Z _ ZO) —k—1

. Die Funktion % hat an der Stelle zy einen Pol erster Ordnung und wir kénnen das Residuum
berechnen:

Z—r20

9o [FEGE—0)  FERE )
Res(g7 0) = lim ( 0){ f(2).(z = 2)7* -

Korollar 6.6 Sei o € C und sei f : U — C, ¢ wie in den Voraussetzungen zum Prinzip des
Arguments, (genauer, sodaf$ f(z) # 0 fir z € C). Dann ist

27rz/f —Ozdz

die Anzahl der Lisungen der Gleichung f(z) = « innerhalb von c.
Geometrische Interpretation: Sei ¢ = foc, d.h. ¢ ist das Bild von ¢ bzgl. f. Dann ist

f/
2mi / f(z)— a " omi Q — a
d.h. die Windungszahl von ¢ bzgl. « (vgl. Bild 14).

Satz 6.7 Sei f: U — C analytisch, zy € U, f(z9) = wo, wobei zy eine Nullstelle der Ordnung
n der Funktion f(z) — wqg ist. Dann gilt: Fir geniigend kleines € > 0 existiert § > 0 sodajs

lw —wo| < 0 = f(z) —w hat genau n Nullstellen in {z : |z — 2| < €}.

BEWEIS. Wihle € > 0 so klein, da§ der von der Kurve ¢ : t — zp+ee' (¢ € [0,27]) umschlossene
Kreis kein z mit f(z) = wy (auBer zp) enthélt. Dann ist ¢ = f o ¢ eine Kurve in V = f(U), die
nicht durch wo geht. Whle 4 so klein, daf {w : |w — wo| < 6} NE([0, 27]) = 0.

Es gilt dann
1 dz 1 dz

2 Jzz —w  2m Jzz — wy

2m/f 2m/ff/ w =™

Satz 6.8 (von ROUCHE): Seien [ und g analytische Funktionen auf einem Gebiet U. Sei
c ewne einfache, nullhomotope Kurve in U mit Innerem Uy. Wir nehmen ferner an, dafl die
Ungleichung

d.h.

[f(2)] > |g(2)|
fiir jedes z auf ¢ gilt. Auferdem haben f, g und f + g keine Nullstellen auf c. Dann ist die
Anzahl der Nullstellen von f und f + g in Uy gleich.
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BEWEIS. Betrachte die Funktion

9(2)
f(z)
Es gilt: 8 o(2)
‘%‘ < 1 also Re(l + %) > ( auf c.

9(z) .
fz) ~

Daher existiert ein Zweig In der Logarithmusfunktion auf einer offenen Menge V', die {1+

z € c} enthalt. Betrachte die Funktion

Es gilt:

FI<Z> — f2(2)

Daraus folgt:

R ACE ) P S AP
omi c(f+g)()d 2m‘/cf<z)d'

BEeispieL. Mit Hilfe dieses Satzes kann man beweisen, dafl das Polynom
p(z) =2"+a 2" '+ +ag

n Nullstellen hat. (Setze f(z) = 2", g(z) = p(z) — z". Wihle R so groB, daB |g(z)| < |f(z)| auf
{z:]z]| =R} ).

Aus dem Satz von Rouché folgt:

Satz 6.9 Sei(f,) eine Folge von analytischen Funktionen auf einem Gebiet U, die fast gleichmdfig
gegen [ konvergiert, wobei f nicht die Nullfunktion sei. Falls f genau p Nullstellen in dem
relativ-kompakten Teilgebiet Uy von U besitzt, dann existiert ein N, sodaf jedes f, mit n > N
auch genau p Nullstellen auf Uy besitzt.

Insbesondere folgt daraus: Falls eine Folge f,, von invertierbaren Funktionen aufU fast gleichmdf$ig
gegen eine Funktion f % 0 konvergiert, dann ist auch f auf U invertierbar.
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Definition 6.10 FEine Funktion f: X — Y (X und Y topologische Riume) heifit offen, falls
U offen in X = f(U) offen in Y.

Falls X, Y metrische Riaume sind, dann gilt folgende dquivalente e—6& Version dieser Definition:

A AV fUo,€) 2U(f(20).6))

roeX €>0 6>0
(d.h. die Gleichung f(z) =y hat eine Lésung in U(zg,€), falls d(y, f(zo)) < 6).

Satz 6.11 Jede nicht konstante analytische Abbildung f : U — C ist eine offene Abbildung
vom Gebiet U auf die offene Menge V = f(U).

BEWEIS. Folgt sofort aus dem Satz vor dem Satz von Rouché.
]

Satz 6.12 Sei f : U — C analytisch und injektiv auf dem Gebiet U. Dann ist f ein Homdomor-
phismus von U auf eine offene Teilmenge V von C. Auferdem gilt f'(zy) # 0 fiir jedes zp € U.
(Wir werden spiter sehen, daf in diesem Fall auch f=' analytisch ist).

Satz 6.13 Sei f : U — C analytisch, zo € U mit f'(z0) # 0. Dann ezistiert eine offene
Umgebung Uy von zy in U, sodafS f|y, eine Bijektion und daher eine Homdomorphismus von

Uy auf V = f(Uy) ist, wobei V' offen in C.

Das Maximum-Prinzip: Sei f : U — C eine nicht konstante analytische Funktion auf einem
Gebiet U. Dann besitzt |f| kein lokales Maximum in U.
BEWEIS. Sei zg € U, € > 0. Wir zeigen: es existiert z € U(zo;€) mit |f(z)| > |f(20)|. Denn
f ist offen (da nicht konstant) und daher ist f(U(zo;€)) eine offene Umgebung von f(z). Es
enthélt damit einen Punkt w mit |w| > ’f(zo)}

"

Korollar 6.14 Seien f,U wie oben, Uy C U ein relativ kompaktes Teilgebiet. Dann gilt: Das
Supremum von | f| auf Uy wird auf OU; angenommen.

Korollar 6.15 Seien f,U wie oben, wobei f keine Nullstellen besitze. Dann besitzt |f| kein
lokales Minimum.

BeEweIS. Ein Minimum von |f| ist ein Maximum von \%\

Alternativbeweis des Prinzips des Maximum: Sei zp, e wie im Beweis. Es gilt (Cauchy’sche
Integralformel):

2T
f(z0) = %/0 fzo+ eew)dﬁ

und daher

}f(zo)’ < %K.Qﬂ =K

wobei K = max{‘f(z)‘ tz— 2] = e}.

Dieser Beweis zeigt allerdings nur die (schwéchere) Aussage, daf |f| auf U kein striktes Maxi-
mum annehmen kann.



6 GEOMETRISCHE EIGENSCHAFTEN — KONFORME ABBILDUNGEN 52

Satz 6.16 Sei g : U — V analytisch und bijektiv. Dann gilt:

CL) /\zEU gl<z) 7£ 07‘
b) f =gt ist analytisch und

f'(w) = (we V).

o
g (f(w))

BEWEIS. f ist stetig, da ¢ offen. Sei nun w € V, und wéahle § > 0, sodal w + h € V, wenn
|h| < 0. Es gilt

w+h = g(f(w+h)).
und daher
( flw+h)

9(f(w))

g(f(w+h) —g(f(w) flw+h)— f(w)
flw+h)— flw) h
h—=0=1 = ¢(f(w))f (w).

Daher ist f an der Stelle w differenzierbar und es gilt

) —
h
)~

Korollar 6.17 Jeder Zweig des In ist analytisch.

Konforme (oder winkeltreue) Abbildungen: Das sind bijektive analytische Abbildungen
von einem Gebiet U auf ein Gebiet V. Es gilt dann, dafi f'(z) # 0 und daBl f~! ebenfalls
analytisch und daher konform ist. Der Grund fiir die Bezeichnung liegt im folgenden Satz:

Satz 6.18 Sei f wie oben und seien cq,co Kurven in U, die sich im Punkt zy schneiden. Die
Kurven ¢y = focy und ¢o = f ocy schneiden sich dann im Punkt f(zy) und es gilt:

Winkel zwischen ¢; und ¢y = Winkel zwischen ¢ und ¢

(Bild 15).
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BEWEIS. 0.V.d.A. nehmen wir an, dafl
20 = Cl(to) = Cg(to).

Der Vektor ¢(t) (bzw. éo(t)) ist proportional zu dem Tangentialvektor an der Kurve ¢; (bzw.
c2) an der Stelle ¢;(t) (bzw. cy(t)). Es gilt:

c(t) = f'(e®)e(t)

oder, in Matrizenschreibweise:

S S Ou Ou dv 0 X X
EW&() = {%@%£ [
Aber dies ist die Matrix einer Drehstreckung - daraus folgt, daf§ der Winkel konstant ist.

Fiir den Punkt ¢y, an dem ¢(¢y) = c2(ty) = 2o gilt daher, daBl der Winkel zwischen ¢; und ¢y
gleich dem zwischen ¢; und ¢, im Punkt f(z) ist.

Umgekehrt gilt: Falls f = u + iv ein glatter Diffeomorphismus von U auf V' (beide offene
Teilmengen in R?), sodal f winkeltreu ist, dann ist f entweder

a) analytisch (falls orientierungserhaltend), oder
b) der Gestalt z — g(z) (wobei g analytisch) (falls nicht orientierungserhaltend).

Beweisskizze: (fiir orientierungserhaltende Abbildungen) Wir verwenden die Tatsache, dafl
die einzigen winkeltreuen und orientierungserhaltenden linearen Abbildungen auf R? die Dreh-
streckungen sind. Diese haben Matrizen der Gestalt

[ab— bl (a* +b* #0)

Es folgt aus den Voraussetzungen, dafl die Jacobi Matrix des Vektorfeldes (u,v) immer diese
Gestalt hat. Das bedeutet aber, dafl © und v die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen
erfiillen.

Anwendung: Betrachte eine Familie von Kurven, die Equipotentiale bzgl. eines Skalarfeldes
u auf R? sind. Falls v harmonisch (d.h. das Feld ist konservativ), dann existiert ein harmo-
nisch konjugiertes v zu u (d.h. so, daf f(z) = wu(z,y) + iv(x,y) analytisch ist, wobei wir C
mit R? identifizieren). Falls das Vektorfeld X = (u,v) so ist, daB§ f'(z) # 0 (2 € C), dann
ist f lokal konform. Insbesondere bilden die Urbilder der Koordinatenlinien (d.h. die Kurven
{(z,y)} € R*:u(z,y) = ¢} baw. {(z,y) € R* : v(z,y) = d} ) zwei orthogonale einparametrige
Kurvenscharen.

BEISPIELE.
1 U(JZ‘, y) = x3 - 3373;2
v(z,y) = 32y — y* (entspricht der Funktion z + 23)
v(z,y) = =% (entspricht der Funktion z 1).
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3. u(z,y) =sinzcosh y

v(x,y) = coszsin hy (entspricht der Funktion z — sin z).

Die Bilder der Koordinatenlinien x = ¢ bzw. y = d bzgl. letzter Abbildung sind die Kurvenfa-

milien ) )
U v

sin¢  cos?c

=1 (Hyperbeln)

bzw.

u? v?

+
cosh®d ~ sinh?®d
Um die Wirkung einer konformen Abbildung zu veranschaulichen, ist es oft zweckméBig, die

Bilder bzw. Urbilder der Koordinatenlinien z = ¢,y = d (bzw. u = ¢, v = d) zu betrachten, d.h.
die Kurven

=1 (Ellipsen)

(w(zo, t), v(wo, 1)) (das Bild von z = o)

t
¢ (U(t, Yo), v(t, yo)) (das Bild von y = yo)

|_>
—
bzw.

{(z,y) : wu(z,y)=c} (das Urbild von u = c)
{(z,y) : v(z,y)=d} (das Urbild von v =d)

BEISPIEL. 2z — 22

u(z,y) = 2*—y°

v(z,y) = 2zy.

d.h. die Urbilder sind die Familien 2? — 4% = ¢ bzw. 2y = g von Hyperbeln. Die Bilder der
Koordinationslinien z = zy bzw. y = yy bzgl. der Abbildung z + 2? sind die Parallelen

t > (22— 12, 2z0t)
bzw. t +— (t2 — yo, 2tp)

BEISPIEL. f(z) = 1.

u(z,y) = ——, v(z,y) = ——2
) x2_|_y2’ ) x2+y2

Der Kreis |z| = ¢ wird auf dem Kreis |w| = L abgebildet. Die Geraden arg z = d auf die Gerade

arg z = —d.

Elementare konforme Abbildungen: Das sind konforme Abbildungen, die mit elementaren
Funktionen explizit angegeben werden konnen, etwa z — 2%, z — In z, 2z — e*, Mobiustrans-
formationen.

BEISPIELE.
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1. Mobiustransformationen: Die Transformation

T = T[abc}d
bildet Hy = {z € C:Im 2z > 0} auf U = {z € C: |z| < 1} ab, genau dann, wenn 7" die
Gestalt
92— 2
T:z»—>e“97_1 (¥ €eR, Im z > 0)
zZ— Z1

hat (Bild 16).

T bildet U auf U ab & T : 2z — ew;();—fol wobei |z < 1. (Diese Abbildung bildet 0 in z
ab.)

T : 2+ ki= filhrt a in 0, b in oo iiber. Die Urbilder der Geraden: arg w = c sind Kreise

durch a,b. Die Urbilder der Kreise w = p sind ebenfalls Kreise (die zur obigen Schar
orthogonal sind). Das sind die Kreise von Apollonius, mit Gleichungen

zZ—a

z—0b
(Diese zwei Kreisscharen bilden das sogenannte STEINER’sche Netzwerk).

’ = konst.

2. 2= 2%
2+ 22 bildet {z carg(z) €] — 7, g[} auf {z : arg(z) €] — m,7[} ab.
z — 2% bildet die Geraden arg z = ¢ auf die Gerade arg w = ac, bzw. die Kreise |z| = d

auf den Kreis |w| = d* ab. (Bild 17).

3. z > exp z bildet {z :Im(z) € |-%,2 [} auf C\{0} bzw. {z Hyl < g} auf {w : Rew > 0}
ab. (Bild 18).

Durch die Zusammensetzung solcher Abbildungen bekommt man kompliziertere konforme
Abbildungen, z.B.
z — w = e* bildet {z:|y| < g} auf {w: Re w > 0} ab.

wHC:i—gbildet{w:Rew>0}aufU:{C:\C|<1}ab.

Also z +— =< bildet {z (Im 2] < g} auf U ab. (Bild 19)

1+e?

Beispiel: Die Mébiustransformation w; = Zt bildet U; = C \ [~1,1] auf U, = C(] —
00,0] U {1}) ab, wy = \/w; bildet Us auf Us = {z € C: Re z > 0} \ {1} ab, w3 = zz;}
bildet Us aut Uy = {z € C: 0clz| < 1} ab. Damit bildet die Zusammensetzeung z — ws;

U, auf Uy ab. (Bild 20)

(Es gilt: z = %<w3 + w%) bzw. ws : z — /22 — 1, wie man leicht nachrechnet).

Die Urbilder der Kreise |ws| = r sind die Ellipsen

=1

s
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und die Urbilder der Geraden arg ws = ¢ sind die Hyperbeléste

1’2 y2

cos?2y¥  sin? ¥

1.

6.1 Harmonische Funktionen - das Dirichlet Problem

Eine wichtige Eigenschaft von analytischen Abbildungen ist, dafl sie Losungen der Laplace’schen
Gleichung 9?u/0x? + 8?u/dy? = 0 in ebensolche iiberfiihren, d.h. u harmonisch, g analytisch
= u o g harmonisch.
Beweisskizze: Sei v : U — R harmonisch, g : V' — U analytisch. Sei v eine harmonische
Konjugierte zu u, f die analytische Funktion u + iv. f o g ist analytisch und daher ist uo g =
Re f o g harmonisch.

Das Dirichlet’sche Problem: Seien ein Gebiet G in C und eine stetige reelle Funktion g auf
dem Rand 0G gegeben. Bestimme f in G, sodafl f stetig auf G, Af =0 auf G und f = g auf
0G.

Das Neumann’sche Problem: Seien ein Gebiet G in C und eine stetige reelle Funktion g
auf 0G ist gegeben. Bestimme f in G, sodaB f stetig auf G, Af = 0 auf G und g—f; = g auf 0G.
(Bild 21).

Methode: Man bestimmt eine konforme Abbildung ¢, die G auf U = {z € C: |z| < 1} und 0G
auf QU abbildet. Man 16st dann das entsprechende Dirichlet’sche oder Neumann’sche Problem
fiir U beziiglich der Funktion go¢~!. Falls f dessen Losung ist, dann ist fo¢ die gesuchte Losung
fiir G. (Nach dem Riemann’schen Abbildungssatz existiert eine solche konforme Abbildung fiir
jedes einfach-zusammenhéngende Gebiet G mit 0G # ().

Um das Dirichlet’sche Problem fiir U = {z el < 1} zu 16sen, gehen wir folgendermaflen vor.
Sei u die gesuchte Losung und v eine konjugierte Funktion zu u (sodafl f = w + v analytisch
ist). Die Funktion f hat eine Taylorentwicklung

flz) = Z anz".
n=0

Am Rand 9U gilt: z = e” - also

f(eiﬁ) _ Zanzn _ Zaneinﬂ
n=0 n=0
= Z(bn + ic, ) (cos nY + i sinnd)
n=0
= Z(bn cosnt — ¢, sinnd) + i Z(cn cos nv + b, sin ),
n=0 n=0

wobei a, = b, + ic,. Dies fithrt zu folgendem Losungsansatz: Sei h die Randfunktion. Wir
entwickeln h in eine Fourierreihe

_ 1 e
h(e™) = §A0 + Z(An cosnt + B, sinnd).
n=1
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Die Koeffizienten b, und ¢, (und daher a,) werden mit Hilfe des Koeffizientenvergleichs be-
stimmt, also

1
bo - 5140
b, = A, (n>1)
cn = —B,(n>1)
a, = b, +1ic,.

Die Losung des Dirichlet Problems ist dann w = Re f, wobei f die analytische Funktion
Yo g anz™ ist. Diese Losung 1Bt sich schreiben als:

1 s

u(re®y = = [P0 —t)h(e")dt
2m J_,
1 et fre?
g R J— 7}1 1t dt
“on | et _re (e%)dt,
wobei N
Pr(t) = Z rlnlgint — 1 + Z(Tneint + Tne—int)
nez n=1
d.h.

et 4 2 1—1r2
P.(t) =R = .
(t) e( ) 1 —2rcost + r?

Damit haben wir die wesentlichen Beweisschritte fiir folgenden Satz geliefert.

et — z

Satz 6.19 Sei g stetig auf OU. Dann ist die Losung des Dirichlet’schen Problems Au = 0 auf
U, u=g auf OU durch folgende Integralformel gegeben:

R
u(re) = — u(e :
27 Jo 1 — 2rcos(V) — t) + r?

6.2 Anwendung auf Fliiligkeitsstromungen

Wir betrachten ein zwei-dimensionales Vektorfeld

F: (z,y) = (u(z,y), v(z,y))

auf einer offenen Teilmenge U von R2.
F ist das Geschwindigkeitsfeld einer Fliiligkeit.

Wir nehmen an:

a) daB das Feld von einem Potential ® stammt, d.h. ® ist eine glatte Funktion von U in R
und B B
u=0®dr, v=0PJy
(physikalisch: der Fluf ist rotationsfrei, d.h. fc udx+vdy = 0 fir jede geschlossene Kurve
c. Denn

/u dr+vdy = /6@5xdm + 0PIydy

c c
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= / (—8¢5y8x + 6(135x8y> dz dy
S
=0

nach dem Satz von Green (S ist das von ¢ umgeschlossenes Gebiet).

Nehmen wir weiter an, dafl die Strémung inkompressibel ist, dann gilt:
oudx + Ovdy = 0

(Denn [ (Fin)ds = [[udy—vdzr = [ (81@:0 + 8@53/) dx dy fiir jede geschlossene Kurve.)

Dies bedeutet, daf} die skalare Funktion ® harmonisch, d.h. denn
0*p0x* + 0*p0y? = Oudx + Ovdy = 0
Es existiert damit (mindestens lokal) eine harmonisch-konjugierte Funktion ¥, sodaf
Qz) =P+

analytisch ist.

Q) ist das komplexe Potential der Stromung, {¥(z) = u + v ist die komplexe Ge-
schwindigkeit.

Die Neveaulinien
Ss = {(z,y) e R®: ¥(x,y) = 3}

sind die Stromlinien. Sie sind orthogonal zu den Equiponentiallinien:

E,={(z,y) e R*: ®(z,y) = a}

BEISPIELE.
1. ®(z,y) = z. In diesem Fall gilt
u=1 v=0 Y(x,y)=y Q) ==z

(Vgl. Bild 22).

2. O(z) = (z + 1z)
P = (r - 1?) cosd, U = ('r’ — 1?) sin1 (wobei z = ve).
Stromlinien: (’r — 1?) sind = 3
Equipotentiallinien: (r + 1?) cosv = «
V(z)=1-1z*
v=(z) = (1 — 172 cos 219) - i(lFQ sin 219) (~ 1fiirr grofl

lv] = V1 — 2cos 2072 + 17
(Diese Situation beschreibt den Flufi um das Hindernis |z] < 1).
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Der Zusammenhang mit konformen Abbildungen: Die konforme Abbildung
w=z+1z

bildet U = {w: Imw > 1} auf U; = {z: Rz > 1 und |z| > 1}. Falls Q ein komplexes Potential
fiir U ist, dann ist €2y ein Potential fiir U; wobei

Qw) = Q(2).

Mit Hilfe dieser Tatsachen, kann man konforme Abbildungen verwenden, um die Beschreibung
der Stromung um ein kompliziertes Hindernis zu vereinfachen.

Im allgemeinen such man ein Potential der Gestalt
Q(z) = Voz + g(2)

auf der Menge U = C\ K (wobei K das Hindernis ist, d.h. eine kompakte Teilmenge von C).
Vp ist eine Konstante und G erfiillt die Wachstumsbedingung

lim G(2) =0

|z|>o00
(d.h. der FluB ist konstant (und parallel zur z-Achse), aufier in der Ndhe des Hindernisses).

Es gilt dann:

Satz 6.20 SeiU; = C\ Ky, Uy = C\ Ky wobei Ky, Ky kompakte Teilmengen von C mit Kurven
c1 und ¢y als Randern sind.

Sei f: Uy — Uy eine bijektive Abbildung, die Uy konform auf Uy abbildet und c; in cy tiberfihrt.
Falls Q: Uy — C ein komplexes Potential auf U, ist, dann ist Q o f ein komplexes Potential
auf Uy .

Auflerdem gilt:

a) falls Im (2) auf co konstant ist, dann ist Im (2o f) auf ¢; konstant;

b) falls Q0 die Gestalt Voz + G(z) mit lim., o G'(2) = 0 hat, dann hat Qo f die Gestall
Woz + H(z) wobei lim|,) o0
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7 Variationsprinzipien zur L6sung des Dirichlet Problems

7.1 Transformation von Differentialoperatoren und Integralen unter
konformen Abbildungen

Seien D, U C C Gebiete f : D — U analytisch und bijektiv.

Sei ¢ : D — R,z — ¢(z) differenzierbar. Dann ist ¢ : U — R, w — ¢(f ' (w)) differenzierbar.
In den folgenden Sétzen studieren wir die Auswirkungen dieser Transformation auf die wich-
tigsten Differentialoperatoren und Integrale der komplexen Analysis. Wir werden festellen, dafl
der Laplace Operator im wesentlichen invariant bleibt.

Satz 7.1 5 .
558120 = g2 lscn f1(2)
A(b‘zo = Aw|f(20)‘f/(z>|2 f’[iT jedes zg € D.
BEWEIS.
P(2) = ¢(x,y) = Y(u(z,y),v(z,y)).

Somit

00 v o ov o

9r'* —  Or f(ZO)ax dy f(ZO)ax 20

Do o du o v

a_y|z() O |f(ZO)ay |Zo + 8_y|f(zo)a_y|m'

Mit CR Differentialgleichung folgt weiters:
o ov

o = =22 o]
dy' ™ Ox J(z0) g 120

o 1(o0 o\ (0w vy,
0z 2\ ox oy 1) \ oz oy )

= Sl Go).

ou

o
+ %‘f(zo)%‘m'

Also gilt:

Die Aussage fiir den Laplaceoperator wurde bereits in den Ubungen nachgerechnet.

Satz 7.2
[ o) dndy = [ w@(r Y tw)Pdudo, w=utiv
D

U
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BEWEIS. f1:U — D w— f}(w) fiir die Jakobideterminante gilt:

ory) 4 laﬂg@*m) 69“;@‘1(10)]

d(u, v) B (w) B (w)
ORFLOSFL  OSf LR
ou o ou ov

o (PN (BN ey

B ou ou B '
Die vorletzte Gleichung ist wiederum eine Folge der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen fiir die analytische Funktion 1.

Da fiir Flachenintegrale die Substitutionsregel

//ljw(w)gEZ:Z§(w)dudv:/ng(z) dxdy

gilt, folgt die Behauptung.

n

Satz 7.3 (Konforme Invarianz des Dirichlet Integrals)

/ | grad ¢(w)|*dudv :/ | grad ¥(2)|* dxdy.
U D
BEWEIS. N 1
V)= Fw))

und die letzten zwei Sétze ergeben die Behauptung.

n

Die obigen Integraltransformationen erlauben uns, den Fléacheninhalt von D aus den Taylorko-
effizienten von f~! zu berechnen. Us gilt der folgende wichtige

Satz 7.4 Us sei

Dann gilt:
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BEWEIS. Setze ¢ = 1. Damit ist auch ¢ = 1 und

1 2T
DI= [[ asdy= [ 1g@Pdudo= [ [ 19 pdpap
D U 0 0

Fiir den Integranden gilt unter Verwendung der Potenzreihe fiir g
19 (pe”)* = g'(pe”) g (pei®) = (by + 2bape™ + ... )(by + 2bape™™ +...).

Daraus folgt unter Verwendung der Biorthogonalitit der Funktionen
ind
e
—,ne Ny,
ey

27 e’}
| 10 s = 23 b,
0

n=1

daB

Also erhalten wir

1 e} e’}
DI= [ 20 (W D)pdp =1 3 I
0 n=1 n=1

Losung des DP’s in D mittels konformer Abbildungen

Gegeben: g : 0D — R stetig.
Gesucht: ¢ : D — R, sodaBl A¢|p =0, cop lim._,z, ¢(2) = ¢o(2).

Losung

1. Transformation der Randwerte

A o(w) = do(f7H (w))

wedU

2. Lose das DP in U mit den Methoden aus Kapitel 0 zur Randwertfunktion 1)y. Urhalte
Losung ¢ : U — R : A = 0. ¥|sy = o.

Dann gilt fiir ¢ : D - Rz = ¢(f(2))

L. Aglp =0

2. lim.z, ¢(2) = ¥(f(20)) = ¢o(f(20)) = @o(f ' (f(20)) = ¢(20)
Also ist das RWP in D gelost.

Die oben diskutierte Losungsmethode zeigt auf, dal das Auffinden bijektiver analytischer Ab-
bildungen zwischen zwei Grundgebieten D, U von unmittelbarer praktischer Bedeutung ist. Im
folgenden Kapitel werden wir uns mit konstruktiven Hilbertraummethoden an dieses Problem
heranmachen und effektive Implementierungen diskutieren.
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7.2 Das Dirichlet Prinzip

Definition 7.5 1. w : D — R heifit stiickweise glatt auf D falls w in D stetig ist und
analytische Bogen J in D existieren, sodaf$ w auf Q\ J stetig differenzierbar ist.

2. D(u) = [[, |Vul*dzdy heift das Dirichlet Integral von u.

8. D(u,v) := [[, VuVudzdy heifit das Dirichlet-Skalarprodukt von u,v.

BEMERKUNG. Es gilt

D(u,v) < +/D(u)y/D(v)
D(u+v) = D(u)+ D(v)+ D(u,v).

Das Dirichlet Prinzip stellt einen Zusammenhang zwischen Funktionen mit minimalem Dirichlet
Integral einerseits und Losungen des Dirichlet-Randwertproblems andererseits her.

Satz 7.6 (Dirichlet Prinzip) Sei f : {z : |z| = 1} — R stetig. Seiu: {z:|z] <1} - R
die harmonische Fortsetzung von f (siehe Kapitel 0). Sei Dy = {v : v ist stiickweise glatt,
beschrankt, lim, . v(z) = f(¢)}.

Falls nun

DyNn{v: D) < oo} #0
dann gilt:
a) D(u) < oo und D(u) =inf{D(v) : v € Dy}
b) Falls v € Dy und D(v) = D(u), dann ist v = u.

BEMERKUNG.

1. Das Dirichletsche Prinzip besagt also daf§ die harmonische Fortsetzung u das eindeutig
bestimmte Element in Dy ist fiir welches das Dirichlet Integral minimal wird.

2. Ohne die a-priori Information Dy N {v : D(v) < oo} # P ist die Aussage des Satzes
NICHT giiltig.

BEWEIS. ad a) Sei

f(eie): i aneinG’

n=—oo

dann gilt mit Kapitel 0

o
u(re) = Z a,r™em?

n=—oo

Sei

N
uy(re) .= g apr™em?
n=—N

und sei v € Dy, sodafl D(v) < oo gewihlt.
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Dann gilt D(uy) < 0o, D(v — uy) < co und aus den Greenschen Identitéten folgt:

2m
D(UN7 v — ’LLN) = lim ('U _ uN)(Teie)aUN (reie)dﬁ
r=1Jo or

27 ; 8’&]\[ ;
_ /O (0 = ) 2 (e )b,

Da weiters A A
v(e’g) _ ’LLN(GZG) _ f(eze) . uN(eze) _ Z aneme
[n|>N+1
und v
8uN . .
——(e) = Z an|nle™ — aq
or =

folgt unmittelbar

Da

D(w) = D(v—uyn+uy)
= D(v—uy)+ D(un) + D(un,v — uy)

gilt fir jedes N € N und v € Dy N {v: D(v) < oo}
D(uy) < D(v).
Aus der punktweisen Beziehung
lim [(ux)(e?)] = [Vu(e?)
folgt mit dem Lemma von Fatou
D(u) < liminf D(uyn) < D(v).
Das heifit « hat minimales Dirichlet Integral.

ad b) Es gilt

D) = m)_|nla,f

N
D(uy) = 7Y |nlla|”
—-N

Da mit Teil a) D(u) < oo folgt

D(u—uy) = Z In||a,|* — 0, fir N — oo.
[n|>N

Und somit gilt fiir jedes v € Dy N {v: D(v) < oo}

D(u,v —u) = A}im D(uy,v—uyn) =0
—00
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und
D(v) = D(u) + D(v —u).

Falls nun

D(v) = D(u),
so gilt D(v —u) =0 und v — u = const in {z : |2]| < 1}.
Aus der Randwertbedingung

const = limg{v(z) —u(2)} = f(e?) = f(e?) =0

z—et

folgt
v—u=0in {z:|z| < 1}.

Also ist Eindeutigkeit gezeigt.

BEMERKUNG. Die Funktion
i — 1 ki
f(e) = Z pez ’
k=1

ist stetig auf {|z| = 1}. Daher besitzt das Dirichlet Problem zur Randwertfunktion f eine
Losung u : {|z| < 1} — R aber fiir das Dirichlet Integral gilt

= 1
D(u) = ZQkﬁ = 00.
k=1

Somit folgt aus dem Beweis von Teil a) dal notwendigerweise
D¢n{v:D(v) < oo} #0.

Das heifit, dafl in diesem Fall das Variationsproblem keinen Aufschluf} iiber das Dirichlet Pro-
blem gibt.

Da sowohl das Dirichlet Integral als auch harmonische Funktionen konforme Invarianten sind,
gilt automatisch folgender

Satz 7.7 Sei p : {|z| < 1} — Q analytisch und bijektiv. Sei f : 0Q — R stetig. Sei C; = {v :
Q — R stickweise glatt lim,_gov = f}.
Sei

Do) i= [ [ V0P (e ey

Fualls
CrN{v:Dqg(v) < oo} #0,

dann ist die Lésung des Dirichlet Problems in Q) zur Randwertfunktion f jene eindeutig be-
stimmte Funktion u : Q — R fiir die gilt:

Dq(u) = inf{Dq(v) : v € Cy}.

BEMERKUNG. Im néchsten Kapitel werden wir zeigen, daf§ jede einfachzusammenhéngende
Menge 2 mit mehr als zwei Randpunkten konformes Bild der Menge {|z| < 1} ist.
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8 Explizite Konstruktion Greenscher Funktionen
und Bergmanscher Kerne

8.1 Die Greensche Funktion und die Riemannsche Abbildung

Der Beweis der Existenz Greenscher Funktionen fiir glatt berandete Grundgebiete folgte in
Analysis III (als reiner Existenzbeweis) aus dem Satz von Hahn-Banach. Hier werden wir eine
konstruktive Darstellung — basierend auf einem Biorthogonalisierungsverfahren, angewandt
auf die Funktionen 1, 2, 22, ... ableiten.

Wir beginnen wiederum — gewissermaflen als Katalysator — mit einem Existenzsatz und geben
dann die Konstruktion der Greenfunktion explizit an.

Satz 8.1 (Riemannscher Abbildungssatz). Sei D C C ein einfach zusammenhdingendes
Grundgebiet, sodafs 0D (- der Rand von D) mindestens zwei Randpunkte besitze. Dann ezistiert
eine bijektive, analytische Abbildug

f:D—{z:]z] <1}.

Sei ¢ € D beliebig. Dann ist mit der Bedingung f(¢) =0 f'(¢) > p die Abbildung f eindeutig
bestimmdt.

Satz 8.2 (Randzuordnung konformer Abbildungen)

Seien D, D* durch stetige Kurven T', T berandet. Sei F': D — D* analytisch und bijektiv. Dann
existiert eine eindeutig bestimmte stetige und bijektive Fortsetzung der Abbildung f: DUT —
D*uT™.

Satz 8.3 Sei D € C einfachzusammenhdngend und stickweise glatt berandet. Sei F(-,() :
D — |z : |z| < 1} analytisch und bijektiv, sodafl F(¢,() = 0. Dann gilt fir die Greenfunktionen
des Bereiches D 1m Punkt C:

/\ g(Z, C) = —10g|F(Z, C)|

BewEIs. Fiir jede Umgebung W von ¢ gilt p(-,{) : D\ W — C z — log F'(z, () ist analytisch.
Es existiert eine Umgebung U von ¢, und eine Potenzreihendarstellung von F'

NF(z¢ =ai(z= Q) +aa(z=¢)*+... a1 #0.

zeU
Folglich gilt
p(z,¢) = —logai(z — [l +as(z—¢) +...]
= —log(z—C)—loga1+%+b2<z_02+---
1
= —log(z —¢) + (2 0),

wobei p1(z, () in einer Umgebung U von ( analytisch ist.

Da Rp(z,() = —log |F(z, ()| gilt:

[ —loglz = |+ Rpy(2,0) P—
‘k’g'F(z’O"{ _log |z — ¢| +{log(z — ) — log |F( ()|} fiir =€ D\ U -
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Da Rpi(z,¢) in z € U harmonisch ist und {log(z — ¢) — log |F(z,¢)|} in D\ W (fur jede
Umgebung W) harmonsich ist und da

lim |F(z,¢)| =1 = lim —log|F(z,¢)| =0
z—T z—T

erfiillt die Funktion
D— R —z— —log|F(z()|

die definitorischen Eigenschaften der Greenschen Funktion.
]

Kann man also fiir F(z, () eine explizite Darstellung geben, so kennt man auch ¢(z, {) explizit.
Diese Darstellung der Riemannschen Abbildung wird im néchsten Paragraphen erzielt.

8.2 Der Bergmansche Kern

Folgerungen aus den Greenschen Identititen

Sei D ein glattberandetes (nicht notwendigerweise einfachzusammenhéngendes) Gebiet und C
sei die positiv orientierte Randkurve. In den Ubungen wurde gezeigt, daf§ aus dem Satz von
Gauf} die folgende Identitét ableitbar ist.

// 2)dxdy = QL r(z)dz, reCY(DuUC).
i

Da weiters 5 5 5
9 _ v, op 1
55 Pa) =py-tag, paeC(DUC)

=& o f] e
[ P

Seien f, g in D analytisch und f,g € C*(D U C). Dann gilt

dg(z) of
0z 62( ?) =

folgt daraus

= ¢'(z) und 0.

Somit erhalten wir die folgende wichtige Identitét

//f M@——/f gz

Definition 8.4 1. B*(D)={f: f: D — C analytisch
[[ 1 pdsdy < <)
D

2. IfIl= [p If1?(z)dady  f € B*(D)
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(flg) = ([, f(2)y(z)dzdy)*  f,g € BY(D).

Mit dieser Defnition ist also (B*(D), (-, ")) ein komplexer Prihilbertraum (Siehe Analysis III).
Dariiberhinaus bemerken wir, dafi B%(D) iiberdies vollstidig ist, also ist B*(D) ein Hilbertraum.
In den néchsten beiden Sdtzen zeigen wir, wie man aus der Riemannschen Abbildung eine
Biorthogonalbasis fiir den Hilbertraum B?(D) konstruiert. Wir beginnen mit folgender einfacher
Uberlegung.

Satz 8.5 Sei D :={z:|z| < 1}. Dann gilt

1
(vn:D—>C,z—>z" nt )

™

ist ein vollstindiges Biorthonormalsystem in Hilbertraum B?*(D).

BEWEIS. Sei f € B?(D). Dann ist f als Potenzreihe darstellbar:

o0
= E b, 2"
n=0

und diese konvergiert gleichméfig auf kompakten Teilmengen von D. Aus der oben erhaltenen
Identitéat folgt:

- 1 -
(z",2") = // 2" zmdrdy = 7/ 2" zmHldz
2] <1 2i(m +1) Jzj=1

. 2m
_ : ’ / ei(nfme)de _ 0 m 7& n
2i(m +1) J, 7/(m+1) m=n.

Also ist {v,,} biorthonormal.
Wir berechnen nun die Fourierkoeffizienten {a,} von f(z) =3 " b,z"

n+1 on n+1 .
%:@Wﬁﬂ/ﬂtﬂlf( mw—ggxﬂg/f@zmw
z|< z|<p

Wir verwenden wiederum die obige Identitdt und erhalten

1 n+1
N = E—— —n+1d
¢ %m+hﬂv /ZMWV z

= lim ————7mp*" "%, = | ——,.

p—)l n+1 n—|—1

Somit gilt

8
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Andererseits

I erant= [0 [F1s0etar - /p2|b|“n

Also gilt fiir jedes f € B*(D)
> lanl® =l fllz2p) ¥ € BA(D).
]

Satz 8.6 Sei D einfachzusammenhdingend mit mindestens zwei Randpunkten. Sei w : D —
U ={z:|z| <1} durch den Riemannschen Abbildungssatz gegeben. Dann gilt

n+1
T

on:D—=C, z— [w(2)]"w'(2)

ist in B%(D) ein vollstindiges Biorthonormalsystem.

BEWEIS. 1. Biorthogonalitit:

uen) = [ eulelontEidndy =" [[ wagyar et Py

on+1 I<l<1 =

= P [ e tande
B 0 m=n

N 1 m#n.

Die vorletzte Gleichung gilt, weil fiir w(z) = u(x,y) + iv(x, y) die Jakobimatrix der Abbildung
([u(z,y),v(x,y)] = (z,y)) gegeben ist durch |w'(z,y)|~%

2. Vollstiandigkeit:
Seip:U — D: ¢ — w (). Sei f € B*D) gegeben. Dann ist (¢ : U — C, ¢ — p'(¢)f(p(C)))
in B2(U).

Somit existieren zu gegebenen € > 0, m € N, ¢q,...,¢, € C, sodaf

[l

dudvge ( =u+ .

”jl / /IC g

z) — Z cw(z)”

Mit Variablentransformation folgt

"(2)|dzdy < e.
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Da p'(w(z))w'(z) = 1 gilt mit Definition von ¢,,:

/] ’f(z) CY ()| <
wobei
.= v i 1

Also ist {¢, : v € N} vollstindig in B%(D).

Ohne Beweis wollen wir die folgende Extremaleigenschaft verwenden. Der Beweis verlangt eine
geschickte Verkniipfung des Satzes von Arzela-Ascoli mit den Cauchyschen Ungleichungen.

Satz 8.7 Fiir jedes M € R* und { € D emistiert fy € B*(D), sodafs
fo(Q) = 1 und fir jedes f € B*(D) mit f(¢) =1 gilt || folls2p) < |Ifl|52(D)-

Satz 8.8 Sei ¢ € D, sei fy € B%(D) wie oben und sei g € B*(D) mit g(¢) = 0. Dann gilt

//D g fodxdy = 0.

BEWEIS. Sei € > 0, 0 € [0, 27] beliebig. Dann definieren wir

/\ F5(2) = fo(z) + ee”g(z).
zeD

Da f*(¢) = 1, gilt [[f*]| = [|fo]|

AN [ 1ldzdy < [[ 10+ cculGlaody
e 0 D D

= //|f0|2dxdy+2e§re{//ei9fog}+62//D lg|*dxdy.

R {eie/ fogdxdy} + e/ lg|dzdy > 0.
D
Zusammengefafit gilt also

/\ %{ ZG/ fogd:pdy} und somit / fogdxdy = 0.
D

0€[0,27)

Somit gilt
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Satz 8.9  a) Fiir jedes f € B*(D) und ( € D gilt

/ / fo(2) f(2)dzdy = f(C) / / fo(z)dzdy.

b) Sei K(2,¢) = fo(2)/|lfol[2. dann gilt:

A N\ F©Q /KzC 2)dzdy

feB2(D) ¢eD
¢)
J[ 1O ey = (6,00
BEWEIS.
a) Sei g(z) = f(z) — f(C). g erfiillt die Voraussetzungen des obigen Satzes. Also gilt:

/ fo(2)g(2)dxdy = 0 < / / fo(2) f(2)dzdy = f(C) / Dmda;dy

b) Sei f(z) := fo(z) dann gilt mit a)

//\fo | dxdy = //fo 2)dxdy = fo(C //fo Ydxdy.
Somit und a:
J[ ersrasdy = 1) [[ Reraody = ) [ [ 1y

= / K20/ (2)dzdy f(C).

ad c): z = K(z,(¢) ist in B2 Somit gilt:

K(G.() = / [ R OKG.Cdady,

Definition 8.10 (z — K(z,()) heifst Bergmanfunktion (oder Bergmankern) des Gebietes D
im Punkt C.

Satz 8.11 Die Bergmanfunktion ist eindeutig bestimmt, d.h. K1 : D x D — C erfiille folgende
Bedingungen:
(1) Acep(z = Ki(z,Q)) ist in B2(D).

Fiir jedes ¢ € D und f € B*(D) gilt:
/ K1 z)dzxdy

(ii)
/\ K(Zv C) - Kl('zaC)

z,0eD

dann gilt
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BEWEIS.

A,AOZﬂO—f@Fi/;KN&O—K@@ﬂﬂ@@@.

feB2¢eD

Wiéhle nun zu ¢ € D f(z) = Ki(z,() — K(z,(). Dann gilt

0=/ImwO—K%Ome

Somit

/\ /\Kl C):O-

¢e(D)¢eD

Wir bringen nun einen iiberaschenden Zusammenhang: Die iiber ein Extremalproblem gewon-
nene Bergmanfunktion 148t sich durch Biorthogonalsysteme im Hilbertraum B?(D) darstellen.
Dariiberhinaus ist diese Darstellung von der Wahl des Biorthogonalsystems unabhingig und so
spricht man von einer kanonischen Darstellung.

Satz 8.12 (Bergmankern und Biorthonormalsysteme).
Sei {v, : n € N} ein vollstindiges Biorthonormalsystem in B*(D). Dann gilt:

la)

N ECO=) wlv

¢ebD
1b) Die Reihe konvergiert gleichmdfig auf kompakten Teilmengen von D.

2.
A 0= (K () va) = 0(0)

¢ebD

AECO =3 o)
¢ n=1

BEWEIS. ad 2):

//K Yun (2 dxdy—//K z) dzdy = v,(C)

ad 1): Wir betrachten zunéchst folgenden Ansatz:

=Kn,¢) =Y wu(muva(¢Q)  neD,(eDmeN,
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und fithren folgende Abschéatzungen durch:
2

st = | [ KGm [10:.0 - E oen(c)] doay

< ( / |K<z,<>|2dxdy) ( /] \K<z,<>—gvn<z>vn@2dmy)
= K | [[ KGR [ fvn<z>m2dxdy>

= K(n,n) K(%Z)—Z\W(C)V)

n=1

= K@) (Y Ivn(C)I2>

Somit gilt
AV N IsI<e
e>0 mg m>my

ad 1 b) Konvergenz ist absolut und gleichméfig: A, ... A.cp,

"o (fj |vn<z>|2> (fj |vn<<>\2)

m+1 m—+1

< sup K(z,z2)e.
zeDy

Z +o, (z)T(C)

m—+1

BEISPIEL.

1
{z"\/nJr :nGNO}
T

ist in U = {z: |z| < 1} ein ONS. Somit erhalten wir fiir den Bergmankern:

[e.e]

Ki(0 = 23+ (0" = 2o

n=0

Der nédchste Satz enthélt das Hauptergebnis dieses Kapitels. Er identifiziert die Ableitung der
Riemannschen Abbildung mit dem Bergmankern. Da man den Bergmankern seinerseits durch
Biorthogonalsysteme darstellen kann, erhalten wir einen konstruktiven Zugang zur Riemann-
schen Abbildung aus der man wiederum die Greenfunktion berechnen kann.

Satz 8.13 Sei D einfachzusammenhdangend, sodafl 0D mehr als zwei Punkte besitzt. Sei ( € D
und f: D — U die Riemannsche Abbildung, sodafl f({) =0 und f'(¢) > 0. Dann gilt

1.

f'(z) =

wobei K (z,() der Bergmankern ist.
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2. Sei {v, : n € N} ein vollstindiges ONS in B*(D), dann gilt

AN KGO =Y vl

zeD (eD n=1

—
I
~—

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dafl

Koo 0) o T

™

die definitorischen Eigenschaften des Bergmankernes erfiillt:

D, :={z:|f(2) < p}, p <1

C, sei der Rand von D,. D, ist eine Umgebung von (. f besitzt eine einfache Nullstelle in (.
Der Residuensatz ergibt fiir g € B*(D)

9©Q) _ iy B C 9(2)
F¢) = f " 2mi fZ
Fiir 2 € C, gilt |f(2)]? = p. Somit p?f(z) ) = f(z2).
g(C) o 1 r _ /
716~ i, Ttz = 5 [ TG0 oty =32 [ 770 ot
Somit gilt
~~ || FEFQu) daay,
CGD
weil f/(¢) reel ist. Da weiters [f/(¢)]? = 7K (¢, (), gilt somit
(o) = LT _ i [FED
oder
b s
f(Z) —K(Z, ) K<C7C)

8.3 Die Riemannsche Funktion der Ellipse

E = {(z,y) : V’2% + a*y* < a*b*} mit a® — b* = 1 ist die definitorische Gleichung einer Ellipse
mit den Brennpunkten {£1}.

Sei ¢ so bestimmt, dafl @ := cosh ¢ und b := sinh c. Und Q). sei das Viereck mit den Eckpunkten
(—ci,—ci+ 7, ci+ m,ci). Die Abbildung cos() : £\ ({(—a, 1)} U{(1,a)}) = Q., w — cosw ist
analytisch und bijektiv.

Sei z(u.v) := Rcos(u + i), und y(u,v) = I cos(u + 7v). Dann gilt fiir die Jakobideterminante

S| = 1 Gt + i
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Definition 8.14 (T, : 2 — cos(n cos™(2)) heifit Tschebyschefpolynom von Grad n.

BEMERKUNG.

1. T,(%) ist tatséchlich ein Polynom in z vom Grad n.

2. Esgilt Upy(2) :=(n+1)""T 4(z) = (1 — 22) "z sin((n + 1) cos™* 2).

Satz 8.15 Die Funktionen

n+1, , o1y 1
Pu(z) =2/ (" = p" ) 2U(2) neN

bilden ein vollstindiges ONS in B*(D).

BEWEIS. Biorthogonalitit:

Apm = // 2) dxdy = // Upn(2)Up(2) dzdy
E\{(7a71)7(17a)}

_ / / cos((n + 1)w) sin((m + 1)w)dudo.

c

c
Ay imer = / / sin(nu + 1) sin(mu — imwv)dudv
c Jo

C s
= / cosh nv cosh mvdv / sin nu sin mudu
e 0

C T
+ / sinh nwv sinh mvdv / cos nu cos mudu
-C 0

C T
+ 3 / sinh nv cosh muvdv / cos nu sin nudu
-C 0

C T
— / cosh nv sinh mvdv / sin nu sin mudu
-C 0

Somit gilt: Die Imaginarteile sind stets = 0. (Wegen der Integration nach v, weil der Integrand
ungerade ist). Fiir m # n sind auch die ersten beiden Integrale = 0 (wegen der Integration
nach u). Weiters gilt fiir jedes n € N

s
A = —"  sin(2(n+1))e
, 1) sin(2(n+1))c
Da a + b = ¢ folgt fiir p(a + b)*:
™
Anm — n+l -—n—1 )
Vollstandigkeit: Wir zeigen, daf3

Ki(2,0) =) Pu(2)Pu(2)

n=1
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die definitorische Eigenschaften des Bergmankernes erfiillet. (Daraus folgt Vollsténdigkeit!)

Fall 1: P, sind orthonormale Polynome von Grad N und biorthogonal d.h. linear unabhéngig.

Somit
o0

AN [ FE0= doty =Y () p0) = ¢

neN geFE k=0

?7C /KIZC< C)dxdy

Weil: Sei n aulerhalb eines Krelses der E enthalt. Dann konvergiert
1 1z 22

= -+ — + —3 4+ ...

n—z n n 0

Fall 2:

gleichméfig und absolut in FE.

Folglich:

/EKl(Z’C) (77 i

Da sowohl die rechte als auch die linke Seite dieser Gleichung in 7 analytisch ist, (solange
n # E), folgt die Behauptung auf Grund des Eindeutigkeitssatzes fiir analytische Funktionen.

o0 oo 1
) oty =S [ K G ey = 3o -
n=0 E n=0

n—z

Fall 3: Sei f: F — C in einer Umgebung von £ analytisch. Dann gilt
/ K (z,Q)f(2) dxdy.

gEE

Weil:

f(¢) = QLM/C (7{87)0 dn, C sei der Rand von E.

10 = 5 10 /Klzg< ) dadyin
:/ K1(z,0) { /f dn}dxdy

= / KlzC z) dxdy.

Fall 4: Sei f € B*(E). Sei p, : E, — E, z = (1 — +)z. E, ist die erweiterte Ellipse: E C E,,;

lim,, o pn(2) = z und
/\ /\ fn iz = f(pa(2))

n feBs
ist in einer Umgebung von F analytisch, also

70 = i £(O) =l [ [ Bl 0(2) dody
[ Kt dedy = [ Kate 0 p(edsay
D D

Somit



8 GREENSCHE FUNKTION 77

Satz 8.16 Sei( € E. Sei f : E — U die Riemannsche Funktion fir die f({) = 0 und f'({) >0

Dann gilt: fir alle z € £
- Ve X e, T

nzop"“—p—n—l

wobei

BEWEIS. Mit dem obigen Satz gilt fiir den Bergmankern

K(zg) = 23 DO

n=0 prit—p—n—1

- 3y Tlhl

Wir integrieren (2 — K(z,()) gliedweise und wéhlen die Stammfunktion so, daf sie in ¢
verschwindet. Dann folgt die Behauptung.

BEMERKUNG. Fiir z = cosw und ¢ = cosn. Ergibt sich aus der Definition von T},, U,:

7ra| sinn| = [cos(n + 1)w — cos(n + 1)n] .
1
f(cosw, cosn) 257 % n+1 pr sin(n + 1)n,
wobei . , .
L | sin®(n + 1)n)| n|sinnn|™
al=) h+)—————=» —.
nZ:O pn—l—l _ p—n—l ; pn _ p—n

Wihlt man f(0) =0, d.h. n = 1, so gilt:

TO "cos(2n + 1)w

f(COS = 2 2n+1 —2n 1 ’

n=

wobel
o0

2n + 1
-2
(6% = .
2 p2n+1 _ p72n71




9 NUMERISCHE VERFAHREN 78

9 Numerische Verfahren zur Berechnung von Bergman-
kern und Riemannscher Abbildung

In diesem Kapitel wollen wir ein neues von Kerzmann, Stein & Trummer stammendes Verfahren
zur Bestimmung des Bergmankernes vorstellen. Bemerkenswert ist in diesem Zusammenhang,
daB die theoretische Basis der Arbeit von Kerzmann, Stein & Trummer auf Resultate der Funk-
tionentheorie mehrerer komplexer Verdnderlicher zuriickgreift, die in den 80er Jahren entwickelt
wurden.

9.1 Reduktion auf ein Integralgleichungsproblem

Zuerst werden wir die Flédchenintegrale durch geeignete Kurvenintegrale ersetzen. Sei I' der
Rand des einfachzusammenhéngenden glatten Gebietes D. Seien f,g : I' — C Funktionen,

dann ist mit
(o i= [ f)a()ds
r
ein Skalarprodukt erklirt. L?(T, ds) bezeichnen den davon erzeugten Hilbertraum H?(D) be-

zeichnet den AbschluB der Polynome p(z) = 320 a,,2™ im Raum L*(T', ds). Sei {¢,(2) : n € N}
ein vollstéindiges ONS fiir H?(D), dann ist die orthogonale Projektion gegeben durch

S:L*(,ds) — H*(D)

fH/ZS

ngn €),z¢ el

Wie im Fall der Bergmankerne gilt fiir jedes andere ONS {4, : n € N} von H?*(Q)

D Ua(2)Ua(€) = D pal(2)pn(é), 2E €T

Diese Tatsache ist deshalb wichtig, weil die Potenzen der Riemannschen Abbildung ein vollstandi-
ges ONS fiir H%(D) bilden. Genauer gilt folgender

wobei

Satz 9.1 Seiw : D — U{z : |z| < 1} durch den Riemannschen Abbildungssatz gegeben, dann
18t

1 n
on:D—C 2= ——pw (2)[w' (2)]?

(2m)
ein vollstindiges ONS im H?(D).
Seiw : D — U dberdies so gewdhlt, daff w(§) =0, w'(§) > 0 so gilt.

2 S (w()n)" (e ()
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Es gilt somit der folgende wichtige Zusammenhang zwischen den Bergmankern K(z,() und
S(z,¢)

K(z,()
47’

Die Methode von Kerzmann und Stein zielt nun auf die Berechnung von S(z, () ab. Dazu muf
die Parametriesierung von I' spezifiziert werden:

S%(2,¢) = z,¢ el

z2:[0,8] = 't — 2(¢)

2(0) = 2(B), 2(0) = 2(8), 2(0) = 2(B)
() #0,t €0, 7]
Y1) = 2(1)/12(1))]

1 ) ()
A(z(s),2(t)) = { 2mi (Z(t)*w(S) w(S)*Z(t)> s#t
0

Dann gilt:
1. Ist z € C®) g0 ist A € C*—2,

2. Sei Hu(w) := |, “2) g2 w e I. So st fiir w e T

I z—w

(H* — H)(u)(w) = /FA(w, 2)w(z)ds(z).

Weiters gelten folgende Operatorgleichungen HS = S, SH = H, S* = S, SH* = S,

H*S = H*. Fiir A:= H* — H gilt

Diese Identitét liefert die Bestimmungsgleichung fiir den Operator S und impliziert fol-
gende Identitét fiir die Kerne der Operatoren:

%mzf'y(j)a =S5(z,a) — /FA(w, 2)S(a, w)ds(w)
fiir jedes z,a € T'.
Uberdies ist bekannt
S(a, z) S(z,a)
Alw,z) = —A(z,w).

Zusammenfassend erhielten wir also folgenden

Satz 9.2 SeiacT.
Seig:T — C, 2(t) = =%(t)/(a — 2(t))

2mi

f: I —=C, z— S(z,a).
Lést man die Fredholmsche Integralgleichung mit schiefsymmetrischem Kern A(-,-)

on / Az, w) fw)ds(w) = g(z), z€T

nach f, so hat man den Kern z — S(z,a) und auch den Bergmankern erhalten.
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In parametrisierter Form lautet das obige Integralgleichungsproblem wie folgt:
Gegeben
¢ [0,8] = C,t — |2(1)]2g(2(1))

ko [0,8] % [0,8] = C, (s,t) = [2(6)[V?|2(s) ' A(2(s), (1))
Gesucht ¢ : [0, 5] — C, sodaBl fiir 0 <t <

B
o(t) + / K(t, 5)p(s)ds = ().
Die Losung ¢(t) erfiillt dann
SO0 V2 = F(2(t) = S(=(t), a).

9.2 Bemerkungen zur Implementierung

Wir werden kurz die Diskretisierung der obigen Gleichung diskutieren, und haben so die Bestim-
mung der Riemannschen Abbildung auf die Losung eines linearen Gleichungssystems reduziert:
Sei t; := = 3,1 <1 < n. Diskretisiert man das Integral nach der Trapezregel, so erhilt man

olt)+ 2 Z Kt t)olt) = w1 < i <

Die n x n Matrix B, definiert durch B; ; = gk(ti, t;) erfiillt

—Bi;.

Bi,j —
Somit erfiillen die Eigenwerte [ von Id + B stets die Bedingung Rl = 1 und es existiert zu
jedem y € R" genau ein z € R", sodafl

(Id+ B)x =y.

SchlieBlich wéhlen wir fiir t <
- EAN
en(t) == (t) — o ZM@ t)z, t<p
j=1

als Approximation der Losung ¢.

Da die Methode von Kerzmann, Stein & Trummer noch nicht in den Lehrbiichern der Funk-
tionentheorie behandelt wird, seien hier die Zitate der Originalarbeiten angegeben.

Der theoretische Background ist in folgendem Buch iiber Funktionentheorie in mehrerer kom-
plexen Verdnderlichen dargestellt: S.G. Krantz: Function Theory of Several Complex Variables,
Wiley, New York (1982).

N. Kerzmann, E.M. Stein: The Cauchy Kernel, the Szeg6 Kernel and the Riemann Mapping
Function, Math. Ann., 236 (1978), pp. 85-93.

N. Kerzmann, M. Trummer: Numerical conformal mapping via the Szego kernel, Jour. of Comp.
and Appl. Math. 14 (1986).

M. Trummer: An efficient Implementation of a conformal Mapping Method based on the
Szego Kernel, STAM J. Num. Anal. 23 (1986), pp. 853-872.
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10 Unendliche Produkte

10.1 Die Siatze von Weierstrafl und Mittag-Leffler

Definition 10.1 Sei (p,) eine Folge aus C\ {0}. Das Produkt [[p, konvergiert, falls die
Folge P, = [1i_,px gegen ein p # 0 konvergiert. Falls (p,) eine Folge aus C ist, mit 1 <
[{n : pn = 0}| < 0o, dann sagen wir, daff []pn konvergiert, falls Iy, oy Pn im obigen Sinn
konvergiert. In diesem Fall definieren wir: [[p, = 0.

Falls [] p,, konvergiert, dann gilt: p, — 1. Wir schreiben daher p, = 1 + a,,.

Satz 10.2 Das Produkt [[)" (1 + a,) ist genau dann konvergent, wenn gilt: " In(1 + a,)
konvergiert.

BEWEIS.

H pe = exp [m(ﬁl(l vau))

k=

= exp [Z In(1 + ag)

k=1

woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

]
Fiir den Fall a,, > 0, der der absoluten Konvergenz entspricht, gilt sogar:
Lemma 10.3 Fulls a, > 0, dann gilt:
H(l + ay,) konvergiert & Z ap, < 00.
BEWEIS. Da M — 1 fir z — 0, gilt:
AV A G-l < (1 +a)] < 1+
e>0 NeN n>N
woraus das Ergebnis leicht folgt.
]

Definition 10.4 Sei (a,) eine Folge aus C. Wir sagen, daff das Produkt [](1 + a,) absolut
konvergiert < > |a,| < oo. Diese Bedingung ist stirker als Konvergenz. In diesem Fall
konvergiert auch jede Permutation [ ], cn(1 4 ar(n)) und der Grenzwert ist von der Umordnung
unabhdngig.

BEISPIELE.
HZOZQ(I - #) konvergiert. (In der Tat: [[)~, (1 — #) =1).
Hinweis: (1 -5 = %

IT0(1 +22") komvergiert fiir |2] < 1 (In der Tats T[(1+ ) = £ ),
Hinweis: [[;_,(1+ 22’“) T s
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BEMERKUNG. Falls die a,, Funktionen von z sind, dann kann man gleichméflige Konvergenz der
Produkte [[(1+4a,(2)) definieren. Es gilt die folgende Version des Weierstrafi’schen M-Tests fiir
Funktionen: Sei (a,,) eine Folge von Funktionen auf A C C, soda$ eine Folge (M,,) € (R*)N mit
S M, < oound A,cn Ascalan(z)| < M, existiert. Dann konvergiert das Produkt [T(1+ax(2))
gleichméBig (und absolut) auf A gegen eine Funktion f.

Daher gilt unter diesen Voraussetzungen:

a) Falls jedes ay stetig, dann auch f;

b) Falls jedes aj analytisch, dann auch f.

Wir werden jetzt die Methode der unendlichen Produkte verwenden, um eine ganze Funktion
mit einer vorgegebenen Menge Z(f) von Nullstellen zu konstruieren: Wir beginnen mit dem
einfachsten Fall:

Satz 10.5 Sei (a,) eine Folge von komplexen Zahlen mit |a,| — oo und zwar so, dajs
> ﬁ < 00. Dann konvergiert das Produkt

[e-2)

gegen eine ganze Funktion f mit Z(f) = {a, : n € N}, wobei f an der Stelle a eine k-fache
Nullstelle hat, wenn }{n ca = an}} =k.

Man kann die Voraussetzung iiber die Geschwindigkeit, mit der a,, gegen oo strebt, abschwéchen:
Falls ein h € N existiert, mit
1
> P

dann konvergiert das Produkt
2 h
(- ) () ++1(2)
Qn

gegen eine ganze Funktion f mit Z(f) = {a,}.
Der allgemeine Fall wird im folgenden Satz formuliert:

Satz 10.6 Sei (a,) eine Folge aus C\ {0} mit |a,| — oo. Dann existiert eine Folge (p,) von
Polynomen, sodafl das Produkt
H (1 — i) Pn(2)
an

n=1

gegen eine ganze Funktion f konvergiert, wobei Z(f) = (a,), und die Vielfachheit der Null-
stellen wie oben gegeben ist.
Jede ganze Funktion f mit dieser Eigenschaft (i.e. mit der vorgegebenen Nullstellenmenge

Z(f) = (an)) hat die Gestalt
9(2) | | < Pn(2)
c (1 an)e ’

wobei g eine ganze Funktion ist und p, Polynome sind.
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BEWEIS. Das Produkt konvergiert, falls > r,(z) konvergiert, wobei
ra(z) =1 (1= =) 4 pa(2)

(wir verwenden den Standardzweig der Logarithmusfunktion — mit arg z €] — m, w| ). Fixiere
R > 0 und betrachte Konvergenz fiir |z| < R, wobei wir nur Terme mit |a,| > R beriicksichtigen.
Wir verwenden die Taylorentwicklung

z z 1/72\2 1/ 2z\3
(-3 -3 -4E)-

k
und wéhlen p,(z) = >, %(i) (wobei wir die m,, spéter spezifizieren werden). Damit ist
rh(2) = — + (—) + ...
(2) mn+1<an> my, + 2 \a,

und wir haben die einfache Abschétzung

ra(2)| < L <£>mn+1<1 — i) _1.

my, + 1 \|a,| |ay|

mnp+1
Wihlen wir daher m,, so, daf§ ) (%) < oo fiir jedes R (etwa m,+1 = n), dann konvergiert
das Produkt.

Die zweite Aussage folgt aus dem folgenden

Hilfssatz 10.7 Sei f eine ganze Funktion ohne Nullstellen. Dann existiert eine ganze Funktion
g, sodafl f = €Y.

BEWwWEIs. Wihle g als die Stammfunktion von f7/, sodaB f(0)e 9 = 1. Es gilt:

L (fe) = fes - e =0,

d.h. fe™9 ist konstant und daher identisch gleich 1.
]

Korollar 10.8 (zum Satz) Sei g : C — C eine meromorphe Funktion. Dann hat g eine Dar-
stellung f1/ fo, wobei f1, fa ganze Funktionen sind.

BEWEIS. Wihle eine ganze Funktion f5, die an denjenigen Punkten, an denen g einen Pol der
Ordnung k hat, eine Nullstelle der Ordnung k besitzt. Dann ist gf; eine ganze Funktion f;.
Das bedeutet aber genau die Aussage des Korollars, dal g = f1/ fs.

]

Satz 10.9 Der Satz von Mittag-LefHler: Dieser Satz behandelt folgendes Problem. Gegeben
sei eine Folge (a,) von verschiedenen Punkten aus C mit |a,| — oo bzw. eine Folge (py) von
Polynomen mit p,(0) =0 (n € N). Gesucht ist eine meromorphe Funktion f, sodaf$ die Menge

der Pole von f, P(f) = {a,} und pn< L ) = Hauptteil von f an der Stelle a,, (n € N).

zZ—an

Der Satz von Mittag-Leffler sagt aus, daf$ ein solches f immer existiert.
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BEWEIS. Wir betrachten eine Summe der Gestalt

S L) e

n=1

wobei p, <ﬁ) die Taylorreihe
by + 0z +bh2? 4

um 0 hat und
hn(2) = b5 + b7z +---+0bp 2™

Die m,, werden so gewéhlt, daf3

p(c=) — )

zZ— ay

< 27" fur 2| < @.

Damit sieht man, daf§ > {pn <$) - hn(z)} gegen eine meromorphe Funktion mit den ge-

suchten Eigenschaften konvergiert.
]

BEISPIEL. Falls die z, einfache Polstellen sind, d.h.
pn(z) = bpz

dann ist

1 b > 2k
n = - == by
P (z—an> z —a, kz; ak+t

Wir wihlen daher einen Index m,,, sodafl der Reihenrest

1 > 2k
pn(z—an) ~ha(z) == Z bna’fbﬂ

k=mn-+1

klein ist. Im Spezialfall z.B., wo die (b,) beschrénkt sind, geniigt es, (m,) so zu wihlen, daf

z mnp+1
S <
an
Denn - .
1 by, z
pn( ) - == Z bnk—H
Z— ay zZ— a, M ay
und damit ) ; )
z |mnt
N
zZ—a, Z—a, an

falls [a,| > 1 und |2| < |a,|/z, wobei K = sup{|b,|: n € N}.

BEISPIEL. Betrachte die Funktion

2

2 2
m cosec”(nz) = ————
(m2) sin?(7z2)
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2
Dies ist eine meromorphe Funktion, mit Polstellen 0,41, 2, £3. Die Reihe <L> kon-

neZ\ z—n
vergiert gegen eine meromorphe Funktion mit den gleichen Polstellen (und Hauptteilen). Daher
ist

1
(z—n)?

f(2) = mcosec’mz — Z

nez

eine ganze Funktion. Weiters gilt:
a) f hat Periode 1 (d.h. f(z+1) = f(2) (z € C)).

b) ‘f(x + zy)‘ — 0 fiir |y| — oo gleichméBig in z € R (da das gleiche fiir m%cosec?mz bzw.
fir Y .5 (Z_%n)Q gilt). Daraus folgt, nach dem Satz von Liouville: f =0, d.h.

n2cosec’nz = Z ;
(z = n)?

nez

Es gilt daher:

1 1 1 1 = 22
ot mE Z+Z z—n+n Z+Z:122—n2

n=

(da —mcot 7rz eine Stammfunktion von 72 cosec 27z bzw. 1 + > 13 - — eine Stammfunktion
von ) o (Z_n)g. AuBerdem sind beide ungerade Funktlonen von z).

Lassen wir n — oo gehen, so bekommen wir eine Darstellung der gesuchten Gestalt.
Wir beenden dieses Kapitel mit Anwendungen solcher Darstellungen auf klassische Funktionen.

BEISPIEL. Wir bestimmen eine Produktdarstellung der Funktion sin (7z). Gemafl der entwickel-
ten Theorie wissen wir, dafl

A
sinTz = ze9®) (1 — —)eﬁ
11 -
neZ,n#0

fiir eine ganze Funktion ¢g: Um ¢ zu bestimmen, berechnen wir 4 fur beide Seiten. Daraus folgt

die Gleichung;:
T cot 7T2——+g +Z( —).
z—n

Aber
1 < 1 1
T cot Tz = -+ + —)
Z—MN n
n#£0

(siche oben) und daher ist ¢’(z) = 0 d.h. g ist konstant. In der Tat ist e/ = 7 wie man aus der

Beziehung
. sinwz . Z\ =z
lim = lim (1——)(3" =1
z—0 e9z z—0 n
n




10 UNENDLICHE PRODUKTE 86

sieht. Es gilt daher:

3

sin mz = WZH<1—3>62
n

= 7TZH<1——>

Aus dieser Produktdarstellung folgt die Formel

P11 1
6 1 22 3

(Denn
sine ﬁ(l :c2) (z = m2)
r vt n2m? B
_ oz L1 Terme hoherer Ord
= 1—;<1+?+?+...)+ erme hoherer Ordnung
d.h. ) . ) . .
x x x
1_§+§_”':1 (1+22+?+ O+...)

™

7 in der Formel

sin x N H( n27T2>

so bekommt man 2 = [>, (1 - W) =TI, (2n +1)(2n — 1)(2n)%. Dies ist die WALLIS sche
Produkt-Formel
T 2-4-4-6-6-8-8---

= —=93.4.-43-5-6-65-7-8-87-9...
4 3-3-5-5-7...

Andererseits, setzt man x =

BEISPIEL. Seien w,w’ linear unabhéngige komplexe Zahlen (d.h. L.u. iiber R). Wir konstruieren
eine ganze Funktion f mit einfachen Nullstellen an den Gitterpunkten

{mw + nwy : n,m € Z}

Der kanonische Fall ist w = 1, w’ = i (d.h. die Gitterpunkte sind die Gaufl’schen ganzen
Zahlen). Sei (z,) die Folge (m + in) (auf einer geeigneten Art numeriert).

Es gilt:

(Denn sei 4y = {(m, n € Z2 :n < m,m = £k oder m < n,n = +k}. Da |A;] = 8k und
Z.=m+in € Ay = < L - gilt

m2+n2 = %2

D DD IR

k Zr eAk
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Dabher ist

== [ -— Voo (mim)

(m,n)eZ2\{0} m - n

eine geeignete Losung. (Die Losung fiir allgemeine Gitter ist

z z 1 z 2
= 1— 7> mw+nw’+§(mw+mw’) .
o) == H ( mw + nw'’ ‘
(mn)ez2\{ (0,0)

Man nennt diese Funktion die Weierstrafl o-Funktion.
In &hnlicher Weise konstruieren wir eine meromorphe Funktion mit Polen mit Hauptteil 1 an
den Gitterpunkten

{mw +nw':m,n € Z}

Sei (zx) eine entsprechende Numerierung und setze

(e}
z
+ ST
nlz zk i

((z) =

1

2

1 1 1 z

;+ Z z—(mw+nw’)+mw+nw’+(mw+nw’)2'
(mmez\{(0,0)}

(¢ ist die Weierstraf3’sche ¢ Funktion: Es gilt:

Die Funktion

0%(z) — o(2)0"(2)
a%(2)

1 1 1
T2 +Z((z _ (mw+nw’))2 B (mw+nw’)2)

hat Polstellen zweiter Ordnung an den Gitterpunkten. Es gilt:

/ f— J—
Pl(z) = 2 Z (= = (mwo + 1) )? und daher
(m,n)€Z?
Pz+w) = Plz2)
Pz+u) = Pl(z2)

Daher ist P(z+w) —P(z) bzw. P(z+w') — P(z) konstant. In der Tat gilt P(z+w)—P(z) =0
bzw. P(z+w')—P(z) = 0. (Denn P ist gerade — daher: ¢ = P(¥) —P(—%) = 0). P ist damit ein
Beispiel einer elliptischen Funktion (eine meromorphe Funktion mit zwei linear unabhéngigen
Perioden.)
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In unserem letzten Beispiel bringen wir eine kurze Einfithrung in die Theorie der I'-Funktion.
BEeispiEL. Wir suchen zunéchst eine ganze Funktion mit Nullstellen
{-1,-2,-3,...}

Die einfachste solche Funktion ist

Es gilt:
22> _ sinmz

2G(2)G(—2) =z ﬁ(l - —

n2

™

n=1

Da die Funktion z — G(z — 1) ebenso wie die Funktion z — z.(G(z)) die Nullstellenmenge
{0,—1,—-2,...} besitzt, gilt:

G(z — 1) = 2e®G(2) fiir eine ganze Funktion ~y

Um v zu bestimmen, berechnen wir die logarithmischen Ableitungen beider Seiten. Daraus folgt

die Gleichung
- 1 1
;(z—l—i—n_ﬁ)__juy +Z<z+n_g)

Aber die linke Seite kann man folgendermafien umformen:
- 1 1y 1 =/ 1 1
S R ey
nz:;(z—l+n n) z +mZ:1 z+m m+1
1 —~/ 1 1 /1 1
B EG- )
z +; z+n n+zln n+1

Daraus folgt v/ = 0, d.h.  ist konstant. Diese Konstante nennt man die Euler’sche Konstan-
te. Man berechnet v wie folgt. Setze z = 1. Es gilt: 1 = G(0) = e?G(1), d.h.

it 1 1 _(1+l+l+...+l>
-y __ - = 1 23 n
e —li[l(1+n>e 7111_)1’[;0(”_'_1)6
Daher gilt:
1 1
7z1im(1+—+—+ +——1nn ~0,57722...)
n—o00 2 3
(N.B.: ln(n +1) —Inn — 0). Wir setzen jetzt H(z) = G(z)e’*, sodaB H(z — 1) = zH (z), bzw.
['(z) = sodaB I'(z —1) = F(z oder I'(z + 1) = zI'(2). I ist die Gamma-Funktion — eine

meromorpi]e Funktion mit Polstellen 0,—1,—2,.... I hat die Darstellung
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Fz)I'1—-=z2) =

und es gilt:
Da G(1) = e 7 gilt H(1) =1 und damit I'(1) = 1. Daraus folgt leicht
(n € N)

I'(n)=(n—-1)!

Y
T =7 ).
Sll’l2

- r()r() -

Auflerdem gilt: 1"(%)

89



